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1. Einfiihrung in die Bedienung von
Unix-Systemen

In diesem Kapitel werden wir vorwiegend die Grundlagen der Bedienung von Unix-Systemen und
dabei insbesondere die Benutzung der fiir Informatikstudierende zur Verfiigung stehenden Linux-
Rechner an der Goethe-Universitét erldutern.

1.1. Unix und Linux

Unix ist ein Betriebssystem und wurde 1969 in den Bell Laborato-
ries (spater ATET) entwickelt. Als Betriebssytem verwaltet Unix den
Arbeitsspeicher, die Festplatten, CPU, Ein- und Ausgabegerite eines
Benutzer Computers und bildet somit die Schnittstelle zwischen den Hardwa-
* rekomponenten und der Anwendungssoftware (z.B. Office) des Benut-
. zers (Abb. [L.1)). Da seit den 80er Jahren der Quellcode von Unix nicht
mehr frei verfiigbar ist und bei der Verwendung von Unix hohe Lizenz-

gebiihren anfallen, wurde 1983 das GNU-Projekt (GNU’s Not Unix)

. ins Leben gerufen, mit dem Ziel, ein freies Unix-kompatibles Betriebs-
system zu schaffen. Dies gelang 1991 mithilfe des von Linus Torvalds
programmierten Kernstiicks des Betriebssystems, dem Linux-Kernel.
1 T < GNU Linux ist ein vollwertiges, sehr méchtiges Betriebssystem.

Anwendung

Betriebssystem

Hardware Da der Sourcecode frei zugénglich ist, kann jeder seine eigenen An-

wendung und Erweiterungen programmieren und diese verotffentlichen.

Es gibt vielzihlige Linux-Distributionen (Red Hat, SuSe, Ubuntu,...),

welche unterschiedliche Software Pakete zur Verfiigung stellen. Auf den

Abbildung 1.1.: Rechnern der Rechnerbetriebsgruppe Informatik der Goethe Univer-
sitdt (RBI) ist Red Hat Linux installiert.

Linux stellt seinen Benutzern sog. Terminals zur Verfiigung, an denen
gearbeitet werden kann. Ein Terminal ist eine Schnittstelle zwischen Mensch und Computer. Es
gibt textbasierte und graphische Terminals.

Textbasierte Terminals stellen dem Benutzer eine Kommandozeile zur Verfiigung. Uber diese kann
der Benutzer, durch Eingabe von Befehlen, mithilfe der Computertastatur, mit Programmen, die
iiber ein CLI (command line interface) verfiigen, interagieren. Einige solcher Programme werden
wir gleich kennenlernen. Das Terminal stellt Nachrichten und Informationen der Programme in
Textform auf dem Bildschirm dar. Der Nachteil textbasierter Terminals ist fiir Anfinger meist, dass
die Kommandozeile auf eine Eingabe wartet. Man muss den Befehl kennen, den man benutzen
mochte, oder wissen, wie man ihn nachschauen kann. Es gibt nicht die Moglichkeit sich mal
irgendwo ,,durchzuklicken“. Der Vorteil textbasierter Terminals ist, dass die Programme mit denen
man arbeiten kann hiufig sehr méchtig sind. Ein textbasiertes Terminal bietet sehr viel mehr
Moglichkeiten, als ein graphisches Terminal.

Graphische Terminals sind das, was die meisten Menschen, die heutzutage Computer benutzen,
kennen. Ein graphisches Terminal lédsst sich mit einer Computermaus bedienen. Der Benuter be-
dient die Programme durch Klicken auf bestimmte Teile des Bildschirms, welche durch Icons

Unix

GNU Linux

Terminal

textbasiertes
Terminal
CLI

graphisches
Terminal
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(kleine Bilder) oder Schriftziige gekennzeichnet sind. Damit das funktionert, bendtigen die Pro-
gramme eine graphische Benutzeroberfliche, auch GUI (graphical user interface) genannt. Auf
den Rechnern der RBI findet man, unter anderem, die graphischen Benutzeroberflichen Gnome
und KDE.

Ein einzelner Rechner stellt sieben, voneinander unabhéngige Terminals zur Verfiigung. Mit den
Tastenkombinationen [Strg] + [E + [F1] , [Strg] + [AR] + [F2] bis [Strg] + [AR] + kann
zwischen den sieben Terminals ausgewédhlt werden. Tastatureigaben werden immer an das ange-
zeigte Terminal weitergeleitet. In der Regel ist lediglich das durch die Tastenkombination [Strg]
+ [A] + [F7] erreichbare Terminal graphisch. Alle andern Terminals sind textbasiert. Auf den
RBI-Rechnern ist das graphlsche Termmal als das aktlve Terminal eingestellt, sodass ein Benutzer
der nicht [Strg] + [AR] + [FI] , ..., [Strg] + [AR] + [F6] driickt, die textbasierten Terminals nicht
zu Gesicht bekommt.

1.1.1. Dateien und Verzeichnisse

Eines der grundlegenden UNIX-Paradigmen ist: ,Everything is a file“. Die Zugriffsmethoden fiir
Dateien, Verzeichnisse, Festplatten, Drucker, etc. folgen alle den gleichen Regeln, grundlegende
Kommandos sind universell nutzbar. Uber die Angabe des Pfades im UNIX-Dateisystem lassen
sich Quellen unabhéngig von ihrer Art direkt adressieren. So erreicht man beispielsweise mit
/home/hans/protokoll.pdf eine perstnliche Datei des Benutzers ,hans“, ein Verzeichnis auf
einem Netzwerklaufwerk mit /usr, eine Festplattenpartition mit /dev/sdal/ und sogar die Maus
mit /dev/mouse.

Das UNIX-Betriebssystem verwaltet einen Dateibaum. Dabei handelt es sich um ein virtuelles Ge-
bilde zur Datenverwaltung. Im Dateibaum gibt es bestimmte Dateien, welche Verzeichnisse (engl.:
directories) genannt werden. Verzeichnisse konnen andere Dateien (und somit auch Verzeichnisse)
enthalten. Jede Datei muss einen Namen haben, dabei wird zwischen Grofl- und Kleinschreibung
unterschieden. /home/hans/wichtiges ist ein anderes Verzeichnis als /home/hans/Wichtiges.
Jede Datei, insbesondere jedes Verzeichnis, befindet sich in einem Verzeichnis, dem tbergeordneten

iibergeordnetes Verzeichnis (engl.: parent directory). Nur das Wurzelverzeichnis (engl.:root directory) ist in sich

Verzeichnis
Wurzel-

verzeichnis

Pfad
absolut
relativ

slash

selbst enthalten. Es trigt den Namen ,,/“.

Beispiel 1.1 (Ein Dateibaum).

Nehmen wir an, das Wurzelverzeichnis enthélt zwei Verzeichnisse Alles und Besser. Beide Ver-
zeichnisse enthalten je ein Verzeichnis mit Namen Dies und Das. In Abbildung lésst sich der
Baum erkennen. Die Bdume mit denen man es meist in der Informatik zu tun hat, stehen auf dem
Kopf. Die Wurzel befindet sich oben, die Blétter unten.

/

Alles/ \éesser
/ \ / \
Dies as Dies

Abbildung 1.2.: Ein Dateibaum

Die beiden Verzeichnisse mit Namen Dies lassen sich anhand ihrer Position im Dateibaum leicht
auseinanderhalten. Den Weg durch den Dateibaum zu dieser Position nennt man Pfad (engl::path).
Gibt man den Weg von der Wurzel aus an, so spricht man vom absoluten Pfad. Gibt man den Weg
vom Verzeichnis aus an, in dem man sich gerade befindet, so spricht man vom relativen Pfad. Die
absoluten Pfade zu den Verzeichnissen mit Namen Dies lauten /Alles/Dies und /Besser/Dies.
Unter UNIX/LINUX dient der Schrigstrich / (engl.:slash) als Trennzeichen zwischen Verzeich-
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nissen. Im Gegensatz zu Windows, wo dies durch den back-slash \ geschieht. Wenn wir uns im
Verzeichnis /Besser befinden, so konnen die Unterverzeichnisse mit Dies und Das direkt adressiert
werden. Das Symbol .. bringt uns ins iibergeordnete Verzeichnis, in diesem Fall das Wurzelver-
zeichnis. Somit erreichen wir aus dem das Verzeichnis Alles aus dem Verzeichnis Besser iiber
den relativen Pfad ../Alles. Befinden wir uns in Verzeichnis /Alles/Dies so erreichen wir das
Verzeichnis /Besser/Das iiber den relativen Pfad ../../Besser/Das.

Dateizugriffsrechte

Unter UNIX konnen auch die Zugriffsrechte einzelner Benutzer auf bestimmte Dateien verwaltet
werden. Dabei wird unterschieden zwischen Lese-(read), Schreib-(write) und Ausfithrrechten (z
execute). Fiir die Vergabe dieser Rechte, wird zwischen dem Besitzer (owner) der Datei, einer
Gruppe (group) von Benutzern und allen Nutzern, die nicht zu der Gruppe gehoren (other),
unterschieden. Um bestimmten Nutzern Zugriffsrechte fiir bestimmte Dateien zu erteilen, kénnen
diese Nutzer zu einer Gruppe zusammengefasst werden. Dann kénnen allen Mitgliedern der Gruppe
Zugriffsrechte fiir diese Dateien erteilt werden.

1.1.2. Login und Shell

Um an einem Terminal arbeiten zu konnen, muss sich der Benutzer zunéchst anmelden. Dies
geschieht durch Eingabe eines Benutzernamens und des zugehorigen Passwortes. Diesen Vorgang
nennt man ,sich FEinloggen“. Loggt man sich an einem textbasierten Terminal ein, so startet
nach dem Einloggen automatisch eine (Unix)-Shell. Dies ist die traditionelle Benutzerschnittstelle
unter UNIX/Linux. Der Benutzer kann nun iiber die Kommandozeile Befehle eintippen, welche der
Computer sogleich ausfithrt. Wenn die Shell bereit ist Kommandos entgegenzunehmen, erscheint
eine Fingabeaufforderung (engl.: prompt). Das ist eine Zeile, die Statusinformationen, wie den
Benutzernamen und den Namen des Rechners auf dem man eingeloggt ist, enthélt und mit einem
blinkenden Cursor (Unterstrich) endet.

Benutzer, die sich an einem graphischen Terminal einloggen, miissen zunéchst ein virtuelles text-
basiertes Terminal starten, um eine Shell zu Gesicht zu bekommen. Ein virtuelles textbasiertes
Terminal kann man in der Regel iiber das Startmenii, Unterpunkt ,, Konsole“ oder , Terminal®,
gestartet werden. Unter der graphischen Benutzeroberfliche KDE kann man solch ein Terminal
auch starten, indem man mit der rechten Maustaste auf den Desktop klickt und im erscheinenden
Menii den Eintrag ,,Konsole“ auswiihlt (Abb.: .

1.1.3. Befehle

Es gibt unzihlige Kommandos die die Shell ausfithren kann. Wir beschrinken uns hier auf ei-
nige, die wir fiir besonders niitzlich halten. Um die Shell aufzuforden den eingetippten Befehl
auszufiihren, muss die Return-Taste ( ) betétigt werden. Im Folgenden sind Bildschirmein-
und -ausgaben in Schreibmaschinenschrift gegeben und

[in grau hinterlegten Késten mit durchgezogenen Linien und runden Ecken zu finden. ]

Spéter werden wir auch sogenannte Quelltexte darstellen, diese sind

Einloggen
Shell

Eingabe-
aufforderung



1. Einfithrung in die Bedienung von Unix-Systemen

passwd: #dndert das Benutzerpasswort auf dem Rechner auf dem man eingeloggt ist. Nach Eingabe
des Befehls, muss zunécht einmal das alte Passwort eingegeben werden. Dannach muss zwei-
mal das neue Passwort eingegeben werden. Dieser Befehl ist ausreichend, wenn der Account
lediglich auf einem Rechner existiert, z.B. wenn man Linux auf seinem privaten Desktop
oder Laptop installiert hat.

e M)
> passwd
Changing password for [Benutzername].
(current) UNIX password:
Enter new UNIX password:
Retype new UNIX password: [<]

passwd: password updated successfully
- J

Fiir den RBI-Account wird folgender Befehl benotigt.

yppasswd: dndert das Passwort im System und steht dann auf allen Rechnern des Netzwerks zur
Netzwerk- Verfiigung.
passwort - ~
> passwd
Changing NIS account information for [Benutzername] on [server].
Please enter old password: [&]
Changing NIS password for [Benutzername] on [server].
Please enter new password: [«
Please retype new password:

The NIS password has been changed on [server].
= J

pwd (print working directory): gibt den Pfad des Verzeichnisses aus, in dem man sich gerade

Arbeits- befindet. Dieses Verzeichnis wird haufig auch als ,aktuelles Verzeichnis®, oder ,Arbeitsver-
verzeichnis zeichnis“ bezeichnet. Unmittelbar nach dem Login, befindet man sich immer im Homever-
Home- zeichnis. Der Name des Homeverzeichnis ist der gleiche wie der Benutzername. Hier werden
verzeichnis alle personlichen Dateien und Unterverzeichnisse gespeichert.

> pwd

/home/ron a/Lernzentrum/Vorkurs/WS1314/Skript/

whoami : gibt den Benutzernamen aus.

> whoami

ronja

hostname: gibt den Rechnernamen, auf dem man eingeloggt ist, aus.

> hostname

nash
Verzeichnis  mkdir: (make directory): mit diesem Befehl wird ein neues Verzeichnis (Ordner) angelegt. Dieser
erstellen Befehl bendtigt als zusétzliche Information den Namen, den das neue Verzeichnis haben soll.
Argument Dieser Name wird dem Befehl als Argument iibergeben. Zwischen Befehl und Argument muss

immer ein Leerzeichen stehen. Der folgende Befehl legt in dem Verzeichnis, in dem sich der
Benutzer gerade befindet, ein Verzeichnis mit Namen ,,Zeug“ an.

[> mkdir Zeug [o] }

Passwort
dndern
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cd (change directory): wechselt das Verzeichnis. Wird kein Verzeichnis explizit angegeben, so
wechselt man automatisch in das Homeverszeichnis.

cd ..: wechselt in das nichsthohere Verzeichnis. Dabei wird .. als Argument iibergeben.
( 1)
> pwd

/home/rona/Lernzentrum/Vorkurs/WS1314/Skript/

> mkdir Wichtiges

> cd Wichtiges

> pwd

/home/ronja/Lernzentrum/Vorkurs/WS1314/Skript/Wichtiges/

>cd .. [

> pwd

/home/ronja/Lernzentrum/Vorkurs/WS1314/Skript/

- J

1s (list): zeigt eine Liste der Namen der Dateien und Verzeichnisse, die sich im aktuellen Ver-
zeichnis befinden. Dateien die mit einem ,.“ anfangen, meist Systemdateien, werden nicht
angezeigt.

1s -a : zeigt eine Liste der Namen aller (engl.: all) Dateien und Verzeichnisse, die sich im aktuel-
len Verzeichnis befinden an. Auch Dateien die mit einem ,,.“ anfangen, werden angezeigt. Bei
dem -a handelt es sich um eine Option , die dem Befehl iibergeben wird. Optionen werden  Option
mit einem oder zwei Bindestrichen eingeleitet. Dabei konnen mehrer Optionen gemeinsam
iibergeben werden, ohne dass erneut ein Bindestrich eingegeben werden muss. Wird dem
Kommando als Argument der absolute oder relative Pfad zu einem Verzeichnis angegeben,
so werden die Namen der in diesem Verzeichnis enthaltenen Dateien angezeigt.

( )
> 1s
Wichtiges sichtbareDateil.txt sichtbareDatei2.pdf
> 1s -a
Wichtiges sichtbareDateil.txt sichtbareDatei2.pdf
> 1s -a Wichtiges [&]

- J

1s -1: zeigt eine Liste der Namen und Zusatzinformationen (1 fiir engl.: long) der Dateien und
Verzeichnisse, die sich im aktuellen Verzeichnis befinden. Die Eintréige &hneln dem Folgen-
den.

> 1s -1
-rw-r——r—— 1 alice users 2358 Jul 15 14:23 protokoll.pdf

Von rechts nach links gelesen, sagt uns diese Zeile, dass die Datei ,,protokoll.pdf* um 14:23

Uhr am 15. Juli diesen Jahres erstellt wurde. Die Datei ist 2358 Byte grofl, und gehort

der Gruppe ,,users“, insbesondere gehort sie der Benutzerin ,alice und es handelt sich um

eine (1) Datei. Dann kommen 10 Positionen an denen die Zeichen -, r oder w, stehen. Der

Strich (=) an der linkesten Position zeigt an, dass es sich hierbei um eine gewohnliche Datei

handelt. Bei einem Verzeichnis wiirde an dieser Stelle ein d (fiir directory) stehen. Dann

folgen die Zugriffsrechte. Die ersten drei Positionen sind fiir die Zugriffsrechte der Besitzers Zugriffs-
(engl.: owner) der Datei. In diesem Fall darf die Besitzerin alice die Datei lesen (read) und rechte
verdndern (write). Alice darf die Datei aber nicht ausfiihren (z execute). Eine gewohnliche
.pdf-Datei m6chte man aber auch nicht ausfithren. Die Ausfithrungsrechte sind wichtig fiir
Verzeichnisse und Programme. Die mittleren drei Positionen geben die Zugriffsrechte der

Gruppe (engl.: group) an. Die Gruppe users darf hier die Datei lesen, aber nicht schreiben.

Die letzen drei Positionen sind fiir die Zugriffrechte aller andern Personen (engl.: other).

Auch diesen ist gestattet die Datei zu lesen, sie diirfen sie aber nicht verdndern.
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chmod (change mode): dndert die Zugriffsberechtigungen auf eine Datei. Dabei muss dem Pro-
gramm die Datei, deren Zugriffsrechte man #ndern will, als Argument iibergeben werden.
Ferner muss man dem Programm mitteilen, wessen (user,group,other, oder all) Rechte man
wie dndern (+ hinzufiigen, - wegnehmen) will.

£> chmod go +w protokoll.pdf [<] }

Dieser Befehl gibt der Gruppe g und allen anderen Nutzern o Schreibrechte +w fiir die Datei
protokoll.pdf. Vermutlich ist es keine gute Idee, der ganzen Welt die Erlaubnis zu erteilen
die Datei zu &ndern.

£> chmod o -rw protokoll.pdf [<] }

nimmt allen anderen Nutzern o die Schreibrechte wieder weg -w und nimmt ihnen auch die
Leserechte -r.

Alternativ kann die gewiinschte Anderung auch als Oktalzahl eingegeben werden. Fiir die
Erkdrung dazu verweisen wir auf das Internet, oder die man-page, s.u.

man (manual): zeigt die Hilfe-Seiten zu dem, als Argument iibergebenen, Kommando an.

ronja@nash: ~

User Commands MKDIR(1)

mkdir - make directories

SYNOPSIS
mkdir [OPTION]... DIRECTORY...

DESCRIPTION
Create the DIRECTORY(ies)
Manual page mkdir(1) line 1 (press h for help or g to gquit)

Abbildung 1.3.: man page des Befehls mkdir

1.1.4. History und Autovervollstindigung

Ein sehr niitzliches Hilfmittel beim Arbeiten mit der Shell ist die history. Alle Befehle, die man
in der Shell eingibt, werden in der history gespeichert. Mit den Cursortasten [f] und [I] kann
man in der history navigieren. . [1] holt den zuletzt eingegebenen Befehl in die Elngabezelle ein
erneutes Driichen von [f] den vorletzen, usw. []] arbeitet in die andere Richtung, also z.B. vom
vorletzen Befehl zum zuletzt eingegebenen Befehl. Mit den Cursortasten [+]und [=], kann man

innerhalb des Befehls navigieren, um Anderungen vorzunehmen.

Ein weiteres niitzliches Hilfmittel ist die Autovervollstindigung. Hat man den Anfang eines Befehls,
oder eines Datei- (oder Verzeichnis-) Namens eingegeben, so kann man den Namen durch Betitigen
der Tab-Taste [EZ] automatisch vervollstindigen lassen, solange der angegebene Anfang eindeutig
ist. Ist dies mcht der Fall, so kann man sich mit nochmaliges Betétigen der Tab-Taste [£=], eine
Liste aller in Frage kommenden Vervollstindigungen anzeigen lassen (Abb. .

10
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ronja@nash: ~

ronja@nash:~% pr
preunzip printafm printf
prezip printenv protoc
prezip-bin printerbanner prove
print printer-profile prtstat

Abbildung 1.4.: Autovervollstindigung fiir die Eingabe pr

1.2. Editieren und Textdateien

Bislang ging es um Dateien, Verzeichnisse und das allgemeine Bedienen einer Shell. Im Fokus
dieses Abschnittes stehen die Textdateien. Diese werden fiir uns relevant, da sie unter anderem
den Code der geschriebenen Programme beherbergen werden. Ein Tezteditor ist ein Programm,
welches das Erstellen und Verdndern von Textdateien erleichtert.

Es gibt unzéhlige Texteditoren. Unter KDE ist z.B. der Editor kate (http://kate-editor.org/),
unter Gnome der Editor gedit (http://projects.gnome.org/gedit/) sehr empfehlenswert. Die-
se konnen allerdings nur im graphischen Modus ausgefiihrt werden, dafiir ist ihre Bedienung dank
vorhandener Mausbedienung recht komfortabel. Beide Editoren unterstiitzen Syntax-Highlighting
fiir géingige Programmiersprachen. Sie kénnen entweder iiber die entsprechenden Kommandos aus
einer Shell heraus gestartet werden, oder iiber das Startmenii gedffnet werden. Unter Windows
oder MacOS empfiehlt es sich fiir den Vorkurs einen Editor mit Syntax-Highlighting fiir die Pro-
grammiersprache Haskell zu verwenden, z.B. ,Notepad ++“ (http://notepad-plus-plus.org/)
fiir Windows und ,, TextWrangler* (http://www.barebones.com/products/textwrangler/) fiir
Mac OS X . Weitere Allround-Editoren sind Emacs (http://www.gnu.org/software/emacs/ und
XEmacs (http://www.xemacs.org/)), deren Bedienung allerdings gewohnungsbediirftig ist.

Abbildung zeigt einige Screenshots von Editoren, wobei eine Quellcode-Datei der Program-
miersprache Haskell geoffnet ist.

Hat man kein graphisches Interface zur Verfiigung, so kann man einen Text-basierten Editor
verwenden. Ein solcher weit verbreiteter Texteditor heifit vi (sprich: [vi: ai]). Dieser steht nicht
nur in der RBI zur Verfiigung, er ist auf fast jedem Unix-System vorhanden. Wir werden kurz
auf seine Bedienung eingehen. Mit dem Befehl vi wird der EditorE] gestartet. Der Befehl vi
/tmp/irgendeinedatei startet vi und 6ffnet sogleich eine Sicht auf die angegebene Datei. Diese
Sicht nennt man Buffer, hier findet das Editieren statt. Nach dem Offnen und nach dem Speichern
stimmt der Inhalt des Buffers mit dem der korrespondierenden Datei iiberein. Der vi unterschei-
det einige Betriebsmodi, die sich wie folgt beschreiben lassen. Wichtig dabei ist die Position des
Cursors, auf die sich die meisten Aktionen beziehen.

1. Im Befehlsmodus werden Tastatureingaben als Befehle aufgefasst. Unter einem Befehl kann
man sich das vorstellen, was man einem Herausgeber (engl.: editor) zurufen wiirde, bite man
ihn um Anderungen an einem Text. In diesem Modus befindet sich vi nach dem Starten. vi
versteht Befehle wie ,,6ffne/speichere diese und jene Datei“ (:e diese, :w jene),,Losche die
Zeile, in der sich der Cursor befindet!“ ( , ) oder , Tausche den Buchstaben unterm
Cursor durch den folgenden aus!* ( ). Natiirlich ist es auch moglich, den Cursor zu

LOftmals handelt es sich schon um eine verbesserte Variante vim (fiir vi improved). Diese Unterscheidung soll uns
hier nicht kiimmern.
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bewegen, etwa mit den Pfeiltasten oder mit mannigfachen anderen Tasten, die Bewegungen
in alle moglichen Positionen erlauben. Viele Neider halten :q! fiir den wichtigsten aller
vi-Befehle. Dieser fiihrt jedoch nur zum Programmabbruch (engl.:

Speichern.

2. Im EINFUGEN- und ERSETZEN-Modus erscheinen die eingegebenen Zeichen direkt auf dem
Bildschirm, im Buffer. Im ersteren wird Text neu hinzugefiigt, im zweiteren werden bereits
vorhandene Zeichen iiberschrieben. In diese Modi gelangt man vom Befehlsmodus aus mit
den Tasten [i | bzw. . Zwischen ihnen kann mit der [Einfg] -Taste hin- und hergewechselt
werden. Durch Betétigen der [Esc] -Taste gelangt man wieder zuriick in den Befehlsmodus.

3. Die VISUELLen Modi erlauben das Markieren eines Bereiches des Buffers, um sodann Be-
fehle abzusetzen, die sich auf den markierten Bereich beziehen. Befindet man sich im Be-
fehlsmodus, so gelangt man mit der [j -Taste in den gewohnlichen visuellen Modus. Dieser
ermoglicht das Markieren eines Textberelches durch Bewegen des Cursors. Nach Eingabe

, wmarkierten Bereich 16schen®

und Ausfithrung eines Befehls — etwa

im Befehlsmodus wieder. Auch die

Wir stellen fest, dass ein Einstieg in vi mit dem Lernen einiger Tastenkiirzel und Schliisselworte
einhergehen muss. Das lohnt sich aber fiir alle, die oft mit Text arbeiten. Hat man einmal die
Grammatik der Befehle, die vi akzeptiert, verstanden, so wird das Editieren von Text zum Kin-
derspiel und geht schnell von der Hand. Wer das Tippen im Zehnfingersystem beherrscht und

| -Taste fiihrt zuriick in den Befehlsmodus.

einzusetzen vermag, weiss schon, dass sich anfinglicher Mehraufwand auszahlen kann.
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1.2. Editieren und Textdateien

Ein Schnelleinstieg in vi ist mit Hilfe einer vorbereiteten Anleitung moéglich. Diese lésst sich in einer
Shell mit dem Befehl vimtutor starten. In dieser Anleitung sind einige Funktionen des Editors
zum sofortigen Ausprobieren aufbereitet worden. Danach empfiehlt es sich, in einer Kurzreferenz
zu stobern.
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2. Programmieren und
Programmiersprachen

In diesem Kapitel wird zunéchst kurz und knapp erkléart, was eine Programmiersprache ist und
wie man die verschiedenen Programmiersprachen grob einteilen kann. AnschlieBend wird kurz
erldutert, wie man den Interpreter GHCi fiir die funktionale Programmiersprache Haskell (insbe-
sondere auf den Rechnern der RBI) verwendet. Genauere Details zum Programmieren in Haskell
werden erst im néchsten Kapitel erlautert.

2.1. Programme und Programmiersprachen

Ein Rechner besteht (vereinfacht) aus dem Prozessor (bestehend aus Rechenwerk, Steuerwerk, Re-
gistern, etc.), dem Hauptspeicher, Ein- und Ausgabegeriiten (Festplatten, Bildschirm, Tastatur,
Maus, etc.) und einem Bus-System iiber den die verschiedenen Bestandteile miteinander kommu-
nizieren (d.h. Daten austauschen).

Ein ausfiihrbares Computerprogramm ist eine Folge Maschinencodebefehlen, die man auch als
Maschinenprogramm bezeichnet. Ein einzelner Maschinencodebefehl ist dabei eine Operation, die
der Prozessor direkt ausfiithren kann (z.B. Addieren zweier Zahlen, Lesen oder Beschreiben eines
Speicherregisters), d.h. diese Befehle , versteht“ der Prozessor und kann diese direkt verarbeiten
(d.h. ausfiihren). Die Ausfiihrung eines ganzen Maschinenprogramms besteht darin, die Folge von
Maschinencodebefehlen nacheinander abzuarbeiten und dabei den Speicher zu manipulieren (d.h.
zu verdndern, oft spricht man auch vom ,Zustand“ des Rechners und meint damit die gesamte
Speicherbelegung).

Allerdings sind Maschinenprogramme eher schwierig zu erstellen und fiir den menschlichen Pro-
grammierer schwer zu verstehen. Deshalb gibt es sogenannte hdéhere Programmiersprachen, die
es dem Programmierer erlauben, besser verstindliche Programme zu erstellen. Diese Programme
versteht der Computer allerdings nicht direkt, d.h. sie sind nicht ausfithrbar. Deshalb spricht man
oft auch von sogenanntem Quelltext oder Quellcode. Damit aus dem Quelltext (geschrieben in ei-
ner hoheren Programmiersprache) ein fiir den Computer verstandliches (und daher ausfiihrbares)
Maschinenprogramm wird, ist eine weitere Zutat erforderlich: Entweder kann ein Compiler be-
nutzt werden, oder ein Interpreter. Ein Compiler ist ein Ubersetzer: Er iibersetzt den Quelltext in
ein Maschinenprogramm. Ein Interpreter hingegen fiithrt das Programm schrittweise aus (d.h. der
Interpreter ist ein Maschinenprogramm und interpretiert das Programm der héheren Program-
miersprache). Neben der Ubersetzung (durch den Compiler) bzw. der Ausfithrung (durch den
Interpreter) fiihrt ein solches Programm noch weitere Aufgaben durch. Z.B. wird gepriift, ob der
Quelltext tatséichlich ein giiltiges Programm der Programmiersprache ist. Ist dies nicht der Fall, so
gibt ein guter Compiler/Interpreter eine Fehlermeldung aus, die dem Programmierer mitteilt, an
welcher Stelle der Fehler steckt. Je nach Programmiersprache und je nach Compiler/Interpreter
kann man hier schon Programmierfehler erkennen und mithilfe der Fehlermeldung korrigieren.

Es gibt unzihlige verschiedene (hohere) Programmiersprachen. Wir werden gleich auf die Cha-
rakteristika eingehen, die Programmiersprachen unterscheiden. Diese Kriterien nennt man auch
Programmiersprachenparadigmen oder Programmierstile.

Im Allgemeinen unterscheidet man Programmiersprachen in imperative und in deklarative Pro-
grammiersprachen.
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2. Programmieren und Programmiersprachen

2.1.1. Imperative Programmiersprachen

»Imperativ® stammt vom lateinischen Wort ,,imperare“ ab, was ,,befehlen“ bedeutet. Tatséchlich
besteht der Programmecode eines imperativen Programms aus einzelnen Befehlen (auch Anweisun-
gen genannt), die nacheinander ausgefiihrt werden und den Zustand (d.h. Speicher) des Rechners
verdndern. Dies klingt sehr dhnlich zu den bereits erwdhnten Maschinenprogrammen. Der Unter-
schied liegt darin, dass in héheren Programmiersprachen die Befehle komplexer und versténdlicher
sind, und dass meistens vom tatséichlichen Speicher abstrahiert wird, indem sogenannte Programm-
variablen verwendet werden. Diese sind im Grunde Namen fiir Speicherbereiche, wobei der Pro-
grammierer im Programm nur die Namen verwendet, und die Abbildung der Namen auf den
tatséichlichen Speicher durch den Compiler oder den Interpreter geschieht (der Programmierer
braucht sich hierum nicht zu kiimmern). Z.B. kann X fiir eine Variable stehen. Verwendet man in
einem imperativen Programm die Variable X beispielsweise im Ausdruck X + 5, so ist die Bedeu-
tung hierfiir im Normalfall: Lese den Wert von X (d.h. schaue in die zugehérige Stelle im Speicher)
und addiere dann die Zahl 5 dazu. Das Verdndern des Speichers geschieht in imperativen Sprachen
iiblicherweise mithilfe der Zuweisung, die oft durch := dargestellt wird. Hinter dem Befehl (bzw.
der Zuweisung) X := 10 steckt die Bedeutung: Weise dem Speicherplatz, der durch X benannt
ist, den Wert 10 zu.

Ein imperatives Programm besteht aus einer Folge solcher Befehle, die bei der Ausfiihrung sequen-
tiell (d.h. nacheinander) abgearbeitet werden. Hierbei werden noch sogenannte Kontrollstrukturen
verwendet, die den Ablauf des Programmes steuern kénnen. Als Kontrollstrukturen bezeichnet
man sowohl Verzweigungen als auch Schleifen. Verzweigungen sind Wenn-Dann-Abfragen, die je
nachdem, ob ein bestimmtes Kriterium erfiillt ist, das eine oder das andere Programm ausfiihren.
Schleifen ermdglichen es, eine Befehlsfolge wiederholt (oder sogar beliebig oft) auszufiihren.

Es gibt verschiedene Unterklassen von imperativen Programmiersprachen, die sich meist dadurch
unterscheiden, wie man den Programmcode strukturieren kann. Z.B. gibt es prozedurale Program-
miersprachen, die es erlauben den Code durch Prozeduren zu strukturieren und zu gruppieren.
Eine Prozedur ist dabei ein Teilprogramm, das immer wieder (von verschiedenen anderen Stellen
des Programmcodes) aufgerufen werden kann. Hierdurch kann man Programmcode sparen, da
ein immer wieder verwendetes Programmstiick nur einmal programmiert werden muss. Bekannte
prozedurale Programmiersprachen sind z.B. C, Fortran und Pascal.

Fine weitere Unterklasse der imperativen Programmiersprachen, sind die sogenannten Objekt-
orientierten Programiersprachen. In objektorientierten Programmiersprachen werden Programme
durch sogenannte Klassen dargestellt. Klassen geben das Muster vor, wie Instanzen dieser Klasse
(Instanzen nennt man auch Objekte) aussehen. Klassen bestehen im Wesentlichen aus Attributen
und Methoden. Attribute legen die Eigenschaften fest, die ein Objekt haben muss (z.B. kénnte
man sich eine Klasse Auto vorstellen, welche die Attribute Hochstgeschwindigkeit, Gewicht
und Kennzeichen hat). Methoden definieren, #hnlich wie Prozeduren, Programme, die das Ob-
jekt verdndern konnen (z.B. verindern des Kennzeichens). Uber die Methoden kénnen Objekte
jedoch auch miteinander kommunizieren, indem eine Methode eines Objekts eine andere Methode
eines anderen Objekts aufruft. Man sagt dazu auch: ,,die Objekte versenden Nachrichten unter-
einander®.

Die Strukturierungsmethode in objektorientierten Programmiersprachen ist die Vererbung. Hier-
durch kann man Unterklassen erzeugen, dabei iibernimmt die Unterklasse sémtliche Attribute und
Methoden der Oberklasse und kann noch eigene hinzufiigen.

Wird ein objektorientiertes Programm ausgefiihrt, so werden Objekte als Instanzen von Klassen
erzeugt und durch Methodenaufrufe werden Nachrichten zwischen den Objekten ausgetauscht.
Objekte werden dabei im Speicher des Rechners abgelegt. Da der Zustand der Objekte bei der
Ausfiihrung des System veréndert wird, wirken die Methodenaufrufe wie Befehle (die den Zustand
des Systems bei der Ausfithrung des Programms verédndern). Daher z&hlt man objektorientierte
Sprachen zu den imperativen Programmiersprachen. Bekannte objektorientierte Programmierspra-
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2.1. Programme und Programmiersprachen

che sind z.B. Java, C++ und C#, aber die meisten modernen imperativen Sprachen unterstiitzen
auch die objektorientierte Programmierung (z.B. Modula-3, Python, Ruby, ...).

2.1.2. Deklarative Programmiersprachen

,Deklarativ stammt vom lateinischen Wort ,,declarare“ was ,erklidren“ oder auch , beschreiben*
heifit. Programme in deklarativen Programiersprachen beschreiben das Ergebnis des Programms.
Dafiir wird jedoch im Allgemeinen nicht genau festgelegt, wie das Ergebnis genau berechnet wird.
Es wird eher beschrieben, was berechnet werden soll. Hierin liegt ein grofler Unterschied zu im-
perativen Sprachen, denn diese geben genau an, wie der Speicher manipuliert werden soll, um
dadurch das gewiinschte Ergebnis zu erhalten. Programme deklarativer Programmiersprachen be-
schreiben im Allgemeinen nicht die Speichermanipulationen, sondern bestehen aus (oft mathe-
matischen) Ausdriicken. Zur Ausfithrung des Programms werden diese Ausdriicke ausgewertet. In
der Schule fithrt man eine solche Auswertung oft per Hand fiir arithmetische Ausdriicke durch.
Will man z.B. den Wert des Ausdrucks (510 + 3 - 8) ermitteln, so wertet man den Ausdruck
aus (was man in der Schule auch oft als ,ausrechnen® bezeichnet), z.B. durch die Rechnung
(5-10+3-8) = (50 + 3-8) = (50 + 24) = 74. In deklarativen Programmiersprachen gibt es wie
in imperativen Sprachen auch Variablen, diese meinen aber meistens etwas anderes: Wahrend in
imperativen Sprachen Variablen verédnderbare Speicherbereiche bezeichnen, so bezeichnen Varia-
blen in deklarativen Programmiersprachen im Allgemeinen bestimmte, feststehende Ausdriicke,
d.h. insbesondere ist ihr Wert unverdnderlich. Z.B. kann man in der deklarativen Sprache Haskell
schreiben let x = 5+7 in x*x. Hierbei ist die Variable x nur ein Name fiir den Ausdruck 5+7
und ihr Wert ist stets 12

Da deklarative Programmiersprachen i.A. keine Speichermanipulationen direkt durchfiihren, sind
meist weder eine Zuweisung noch Schleifen zur Programmierung vorhanden (diese manipulieren
némlich den Speicher). Um jedoch Ausdriicke wiederholt auszuwerten, wird Rekursion bzw. werden
rekursive Funktionen verwendet. Diese werden wir spéter genauer betrachten. An dieser Stelle sei
nur kurz erwahnt, dass eine Funktion rekursiv ist, wenn sie sich selbst aufrufen kann.

Deklarative Sprachen lassen sich grob aufteilen in funktionale Programmiersprachen und logische
Programmiersprachen.

Bei logischen Programmiersprachen besteht ein Programm aus einer Mengen von logischen For-
meln und Fakten (wahren Aussagen). Zur Laufzeit werden mithilfe logischer Folgerungen (soge-
nannter Schlussregeln) neue wahre Aussagen hergeleitet, die dann das Ergebnis der Ausfithrung
darstellen. Die bekannteste Vertreterin der logischen Programmiersprachen ist die Sprache Prolog.

Ein Programm in einer funktionalen Programmiersprache besteht aus einer Menge von Funkti-
onsdefinitionen (im engeren mathematischen Sinn) und evtl. selbstdefinierten Datentypen. Das
Ausfiihren eines Programms entspricht dem Auswerten eines Ausdrucks, d.h. das Resultat ist ein
einziger Wert. In rein funktionalen Programmiersprachen wird der Zustand des Rechners nicht
explizit durch das Programm manipuliert, d.h. es treten bei der Ausfiihrung keine sogenannten
Seiteneffekte (d.h. sichtbare Speicherinderungen) auf. Tatséichlich braucht man zur Auswertung
eigentlich gar keinen Rechner, man kénnte das Ergebnis auch stets per Hand mit Zettel und Stift
berechnen (was jedoch oft sehr mithsam wiére). In rein funktionalen Programmiersprachen gilt das
Prinzip der referentiellen Transparenz: Das Ergebnis der Anwendung einer Funktion auf Argumen-
te, hingt ausschlieflich von den Argumenten ab, oder umgekehrt: Die Anwendung einer gleichen
Funktion auf gleiche Argumente liefert stets das gleiche Resultat.

Aus dieser Sicht klingen funktionale Programmiersprachen sehr mathematisch und es ist zunéchst
nicht klar, was man aufler arithmetischen Berechnungen damit anfangen kann. Die Méchtigkeit
der funktionalen Programmierung ergibt sich erst dadurch, dass die Funktionen nicht nur auf
Zahlen, sondern auf beliebig komplexen Datenstrukturen (z.B. Listen, Biumen, Paaren, usw.)

1Der Operator * bezeichnet in fast allen Computeranwendungen und Programmiersprachen die Multiplikation.
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2. Programmieren und Programmiersprachen

operieren diirfen. So kann man z.B. Funktionen definieren, die als Eingabe einen Text erhalten
und Schreibfehler im Text erkennen und den verbesserten Text als Ausgabe zuriickliefern, oder
man kann Funktionen schreiben, die Webseiten nach bestimmten Schliisselwortern durchsuchen,
etc.

Prominente Vertreter von funktionalen Programmiersprachen sind Standard ML, OCaml, Micro-
softs F# und Haskell. Im Vorkurs und in der Veranstaltung ,,Grundlagen der Programmierung 2
werden wir die Sprache Haskell behandeln und benutzen.

2.2. Haskell: Einfithrung in die Benutzung

Die  Programmiersprache  Haskell ist eine pure funktionale  Programmierspra-
che. Der Name , Haskell“ stammt von dem amerikanischen Mathema-
tiker und Logiker Haskell B. Curry. Haskell ist eine relativ neue Pro-
grammiersprache, der erste Standard wurde 1990 festgelegt. Damals
gab es bereits einige andere funktionale Programmiersprachen. Um ei- -
ne einheitliche Sprache festzulegen wurde ein Komitee gegriindet, das ‘
die standardisierte funktionale Programmiersprache Haskell entwarf.
Inzwischen wurden mehrere Revisionen des Standards veroffentlicht
(1999 und leicht veréndert 2003 wurde Haskell 98 veroffentlicht, im

Juli 2010 wurde der Haskell 2010-Standard verdffentlicht). Das aktuclle

Die wichtigste Informationsquelle zu Haskell ist die Homepage von Haskell-Logo
Haskell:

http://www.haskell.org

Dort findet man neben dem Haskell-Standard zahlreiche Links, die auf Implementierungen der
Sprache Haskell (d.h. Compiler und Interpreter), Biicher, Dokumentationen, Anleitungen, Tutori-
als, Events, etc. verweisen.

Es gibt einige Implementierungen der Sprache Haskell. Wir werden im Vorkurs den am weitesten
verbreiteten Glasgow Haskell Compiler (kurz GHC) benutzen. Dieser stellt neben einem Compiler
fiir Haskell auch einen Interpreter (den sogenannten GHCi) zur Verfiigung. Fiir den Vorkurs und
auch fiir die Veranstaltung ,, Grundlagen der Programmierung 2 ist die Benutzung des Interpreters
ausreichend. Die Homepage des GHC ist http://www.haskell.org/ghc.

2.2.1. GHCi auf den Rechnern der RBI
Auf den RBI-Rechnern ist der Compiler GHC und der Interpreter GHCi bereits installiert. Den

Haskell-Interpreter GHCi findet man unter /opt/rbi/bin/ghci, d.h. er kann mit dem Kommando
/opt/rbi/bin/ghci (ausgefiihrt in einer Shell) gestartet werdelﬂ

2.2.2. GHCi auf dem eigenen Rechner installieren
Fiir die Installation des GHC und GHCi bietet es sich an, die Haskell Platform zu installieren,

diese beinhaltet neben GHC und GHCi einige niitzliche Werkzeuge und Programmbibliotheken fiir
Haskell. Unter

http://hackage.haskell.org/platform/

2wenn die Umgebungsvariable PATH richtig gestetzt ist, geniigt auch das Kommando ghci
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2.2. Haskell: Einfiihrung in die Benutzung

stehen installierbare Versionen fiir verschiedene Betriebssysteme (MS Windows, Mac OS) zum
Download zur Verfiigung. Fiir Linux-basierte Systeme kann fiir einige Distributionen (Ubuntu,
Debian, Fedora, Arch Linux, Gentoo, NixOS) die Haskell Platform iiber den Paketmanager instal-
liert werden. Die Seite http://hackage.haskell.org/platform/linux.html enthilt dazu Links
(und auch Informationen fiir weitere Distributionen).

Alternativ (nicht empfohlen) kann der GHC/GHCi alleine installiert werden, er kann von der Ho-
mepage http://www.haskell.org/ghc/ heruntergeladen werden.

Nach der Installation ist es i.A. moglich den GHCi zu starten, indem man das Kommando ghci in
eine Shell eintippt (unter MS Windows ist dies auch iiber das Startmenii moglich).

2.2.3. Bedienung des Interpreters

Nachdem wir den Interpreter gestartet haben (siche Abschnitt [2.2.1]) erhalten wir auf dem Bild-

schirm

ghei [
GHCi, version 7.10.3: http://www.haskell.org/ghc/ :7 for help
Prelude>

Wir koénnen nun Haskell-Ausdriicke eingeben und auswerten lassen, z.B. einfache arithmetische
Ausdriicke:

e N
Prelude> 1+1 [Q
2
Prelude> 3%4
12
Prelude> 15-6%*3
=&
Prelude> -3*4 [a
-12
= J

Gibt man ungiiltige Ausdriicke ein (also Ausdriicke, die keine Haskell-Ausdriicke sind), so erhélt
man im Interpreter eine Fehlermeldung, z.B.

\Prelude> 1+2+3+4+ [] <interactive>:2:9:
parse error (possibly incorrect indentation or mismatched brackets)

Hierbei sollte man die Fehlermeldung durchlesen, bevor man sich auf die Suche nach dem Feh-
ler macht. Sie enthélt zumindest die Information, an welcher Stelle des Ausdrucks der Interpre-
ter einen Fehler vermutet: Die Zahlen 1:8 verraten, dass der Fehler in der 2. Zeile und der 9.
Spalte (im interaktiven Modus werden die Zeilen stets weitergezihlt, daher ist Zeile 1 fiir den
Text GHCi, version 7.10.3: http://www.haskell.org/ghc/ :7 for help verbraucht) ist.
Tatséchlich ist dort das +-Zeichen, dem keine Zahl folgt. Wir werden spéter noch weitere Fehler-
meldungen betrachten.

Neben Haskell-Ausdriicken kénnen wir im Interpreter auch Kommandos zur Steuerung des Inter-
preters absetzen. Diese werden stets mit einem Doppelpunkt eingeleitet (damit der Interpreter
selbst sie von Haskell-Programmen unterscheiden kann). Einige wichtige Kommandos sind:
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rquit Verlassen des Interpreters. Der Interpreter wird gestoppt, und es wird
zur Shell zuriick gekehrt.

:help Der Interpreter zeigt einen Hilfetext an. Insbesondere wird eine
Ubersicht iiber die verfiighbaren Kommandos gegeben.

:load Dateiname Ladt den Haskell-Quellcode der entsprechenden Datei, die Dateien-
dung von Dateiname muss .hs lauten.

:reload Ladt die aktuelle geladene Datei erneut (hilfreich, wenn man die
aktuell geladene Datei im Editor geédndert hat).

2.2.4. Quelltexte erstellen und im GHCi laden

Normalerweise erstellt man den Quelltext eines Haskell-Programms in einem Editor (siehe Kapi-
tel , und speichert das Haskell-Programm in einer Datei. Die Datei-Endung muss hierbei .hs
lauten. Abbildung[2.1]zeigt den Inhalt eines ganz einfachen Programms. Es definiert fiir den Namen
wert (eigentlich ist wert eine Funktion, die allerdings keine Argumente erhilt) die Zeichenfolge
»Hallo Welt!“ (solche Zeichenfolgen bezeichnet man auch als String).

Abbildung 2.1.: Inhalt der Datei hallowelt.hs

Nach dem Erstellen der Datei konnen wir sie im GHCi mit dem Kommando :1load hallowelt.hs
laden:

e N
> ghci

GHCi, version 7.10.3: http://www.haskell.org/ghc/ :7 for help

Prelude> :load hallowelt.hs [<]

[1 of 1] Compiling Main ( hallowelt.hs, interpreted )

Ok, modules loaded: Main.

*Main>

Das funktioniert aber nur, wenn der GHCi aus dem Verzeichnis heraus gestartet wurde, das
die Datei hallowelt.hs enthilt. Angenommen wir starten den GHCi aus einem Verzeichnis,
aber hallowelt.hs liegt in einem Unterverzeichnis namens programme, so miissen wir dem
:load-Kommando nicht nur den Dateinamen (hallowelt.hs), sondern den Verzeichnispfad mit
iibergeben (also :load programme/hallowelt.hs). Wir zeigen was passiert, wenn man den Ver-
zeichnispfad vergisst, und wie es richtig ist:

( N
> ghci

GHCi, version 7.10.3: http://www.haskell.org/ghc/ :7 for help

Prelude> :load hallowelt.hs [<]

<no location info>: can’t find file: hallowelt.hs

Failed, modules loaded: none.

Prelude> :load programme/hallowelt.hs [«]

[1 of 1] Compiling Main ( programme/hallowelt.hs, interpreted )
Ok, modules loaded: Main.
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Nach dem Laden des Quelltexts, konnen wir die dort definierten Funktionen im Interpreter aus-
werten lassen. Wir haben nur die Parameter-lose Funktion wert definiert, also lassen wir diese
mal auswerten:

*Main> wert
"Hallo Welt!"

Wir erhalten als Ergebnis der Berechnung gerade den String ,,Hallo Welt“. Wirklich rechnen musste
der Interpreter hierfiir nicht, da der wert schon als dieser String definiert wurde.

Abbildung zeigt den Inhalt einer weiteren Quelltextdatei (namens einfacheAusdruecke.hs).
Dort werden wieder nur Parameter-lose Funktionen definiert, aber rechts vom = stehen Ausdriicke,

oft_fuenf_addieren =5+ 5+ 5 +5 +5 +5+5+5+5+5+5

beides_zusammenzaehlen = zwei_mal_Zwei + oft_fuenf_addieren

Abbildung 2.2.: Inhalt der Datei einfacheAusdruecke.hs

die keine Werte sind. Die Funktion zwei_mal_Zwei berechnet das Produkt 2 - 2, die Funktion
oft_fuenf_addieren addiert elf mal 5 und die Funktion beides_zusammenzaehlen addiert die
Werte der beiden anderen Funktionen. Dafiir ruft sie die beiden anderen Funktionen auf.

Nach dem Laden des Quelltexts, kann man die Werte der definierten Funktionen berechnen las-
sen:

e R
> ghci
GHCi, version 7.10.3: http://www.haskell.org/ghc/ :7 for help
Prelude> :load einfacheAusdruecke.hs
[1 of 1] Compiling Main ( einfacheAusdruecke.hs, interpreted )
Ok, modules loaded: Main.
*Main> zwei_mal_Zwei
4
*Main> oft_fuenf_addieren
55
*Main> beides_zusammenzaehlen
59
*Main> 3*beides_zusammenzaehlen
177

Beachte, dass Funktionsnamen in einer Quelltextdatei mit einem Kleinbuchstaben oder dem Un-
terstrich _ beginnen miissen, anschlielend kénnen Grofibuchstaben und verschiedene Sonderzei-
chen folgen. Hélt man sich nicht an diese Regel, so erhilt man beim Laden des Quelltexts eine
Fehlermeldung. Ersetzt man z.B. zwei_mal_Zwei durch Zwei_mal_Zwei so erhélt man:
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( 1)

Prelude> :load grossKleinschreibungFalsch.hs
[1 of 1] Compiling Main ( grossKleinschreibungFalsch.hs, interpreted )

grossKleinschreibungFalsch.hs:3:1:
Not in scope: data constructor ‘Zwei_mal_Zwei’

Failed, modules loaded: none.
_ J

Zur Erkldrung der Fehlermeldung: Der GHCi nimmt aufgrund der Grofischreibung an, dass
Zwei_mal_Zwei ein Datenkonstruktor ist (und daher keine Funktion). Was Datenkonstruktoren
sind, erldutern wir an dieser Stelle nicht, wichtig ist nur, dass der GHCi die Funktion nicht als eine
solche akzeptiert.

2.2.5. Kommentare in Quelltexten

In Quelltexten sollten neben dem eigentlichen Programmcode auch Erkldrungen und
Erlduterungen stehen, die insbesondere umfassen: Was macht jede der definierten Funktionen? Wie
funktioniert die Implementierung, bzw. was ist die Idee dahinter? Man sagt auch: Der Quelltext soll
dokumentiert sein. Der Grund hierfiir ist, dass man selbst nach einiger Zeit den Quelltext wieder
verstehen, verbessern und #ndern kann, oder auch andere Programmierer den Quelltext verstehen.
Um dies zu bewerkstelligen, gibt es in allen Programmiersprachen die Moglichkeit Kommentare in
den Quelltext einzufiigen, wobei diese speziell markiert werden miissen, damit der Compiler oder
Interpreter zwischen Quellcode und Dokumentation unterscheiden kann. In Haskell gibt es zwei
Formen von Kommentaren:

Zeilenkommentare: Fiigt man im Quelltext in einer Zeile zwei Minuszeichen gefolgt von einem
Leerzeichen ein, d.h. ,,—— “, so werden alle Zeichen danach bis zum Zeilenende als Kommentar
erkannt und dementsprechend vom GHCi ignoriert. Zum Beispiel:

Kommentarblécke: Man kann in Haskell einen ganzen Textblock (auch iiber mehrere Zeilen)
als Kommentar markieren, indem man ihn in durch spezielle Klammern einklammert. Die
offnende Klammer besteht aus den beiden Symbolen {- und die schliefende Klammer besteht
aus -}. Zum Beispiel ist im folgenden Programm nur wert2 = "Hallo Welt" Programmco-
de, der Rest ist ein Kommentar:

i {- Hier steht noch gar keine Funktion,

| da auch die naechste Zeile noch im
Kommentar ist
wert = "Hallo Welt"
gleich endet der Kommentar -3}
wert2 = "Hallo Welt"
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2.2.6. Fehler

Jeder Programmierer erstellt Programme, die fehlerhaft sind. Es gibt jedoch verschiedene Arten
von Fehlern, die wir kurz erldutern. Syntazfehler entstehen, wenn der Quelltext ein Programm
enthélt, das syntaktisch nicht korrekt ist. Z.B. kann das Programm Symbole enthalten, die die
Programmiersprache nicht erlaubt (z.B. 5! fiir die Fakultét von 5, aber die Sprache verfiigt nicht
iiber den Operator !). Ein anderer syntaktischer Fehler ist das Fehlen von Klammern, oder allge-
mein die nicht korrekte Klammerung (z.B. (5+3 oder auch (4%2))). Ein andere Klasse von Fehlern
sind sogenannte logische oder semantische Fehler. Ein solcher Fehler tritt auf, wenn das Programm
nicht die gewiinschte Funktionalitéit, aber irgendeine andere Funktionalitit, implementiert.

Syntaxfehler sind eher leicht zu entdecken (auch automatisch), wihrend logische Fehler eher schwer
zu erkennen sind. In die Klasse der semantischen Fehler fallen auch sogenannte Typfehler. Ein
Typfehler tritt auf, wenn Konstrukte der Sprache miteinander verwendet werden, obwohl sie nicht
zueinander passen. Ein Beispiel ist 1+’A’, da man eine Zahl nicht mit einem Buchstaben addieren
kann. Wir werden spéater Typfehler genauer behandeln.

Man kann Programmierfehler auch danach unterscheiden, wann sie auftreten. Hierbei unterschei-
det man in Compilezeitfehler und Laufzeitfehler. Wenn ein Fehler bereits beim Ubersetzen des
Programms in Maschinensprache entdeckt wird, dann spricht man von einem Compilezeitfehler.
In diesem Fall bricht der Compiler die Ubersetzung ab, und meldet dem Programmierer den Fehler.
Auch der GHCi liefert solche Fehlermeldungen. Betrachte beispielsweise den folgenden Quellcode
in der Datei fehler.hs

S

--— 1 und 2 addieren
eineAddition = (1+2)

-- 2 und 3 multiplizieren
eineMultiplikation = (2%3))

Laden wir diese Datei im GHCi , so erhalten wir eine Fehlermeldung:

Prelude> :load fehler.hs
[1 of 1] Compiling Main ( fehler.hs, interpreted )

fehler.hs:5:27: parse error on input ¢)’
Failed, modules loaded: none.

Es empfiehlt sich, die ausgegebene Fehlermeldung genau zu lesen, denn sie verrit oft, wo sich der
Fehler versteckt (in diesem Fall in Zeile 5 und Spalte 27), um welche Art von Fehler es sich handelt
(in diesem Fall ein ,parse error, was einem Syntaxfehler entspricht), und welches Symbol zum
Fehler gefiihrt hat (in diesem Fall die schliefende Klammer).

Ein Laufzeitfehler ist ein Fehler, der nicht vom Compiler entdeckt wird, und daher erst beim
Ausfiihren des Programms auftritt. Das Programm bricht dann normalerweise ab. Gute Program-
me fithren eine Fehlerbehandlung durch und Vermeiden daher das plotzliche Abbrechen des Pro-
gramms zur Laufzeit. Ein Beispiel fiir einen Laufzeitfehler ist die Division durch 0.

Prelude> div 10 O
**x Exception: divide by zero

Andere Beispiele sind das Lesen von Dateien, die gar nicht existieren, etc.

Stark und statisch getypte Programmiersprache wie Haskell haben den Vorteil, das viele Fehler
bereits vom Compiler entdeckt werden, und daher Laufzeitfehler vermieden werden.
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3. Grundlagen der Programmierung in
Haskell

In diesem Kapitel werden wir die Programmierung in Haskell genauer kennen lernen. Es sei vorab
erwahnt, dass wir im Rahmen dieses Vorkurses nicht den gesamten Umfang von Haskell behandeln
konnen. Wir werden viele wichtige Konzepte von Haskell in diesem Rahmen iiberhaupt nicht be-
trachten: Eine genaue Betrachtung des Typenkonzepts fehlt ebenso wie wichtige Datenstrukturen
(z.B. Arrays, selbstdefinierte Datentypen, unendliche Datenstrukturen). Auch auf die Behandlung
von Ein- und Ausgabe unter Verwendung der do-Notation werden wir nicht eingehen.

Ziel des Vorkurses ist vielmehr das Kennenlernen und der Umgang mit der Programmiersprache
Haskell, da diese im ersten Teil der Veranstaltung ,,Grundlagen der Programmierung 2“ weiter
eingefiihrt und verwendet wird.

3.1. Ausdriicke und Typen

Das Programmieren in Haskell ist im Wesentlichen ein Programmieren mit Ausdriicken. Aus-
driicke werden aufgebaut aus kleineren Unterausdriicken. Wenn wir als Beispiel einfache arith-
metische Ausdriicke betrachten, dann sind deren kleinsten Bestandteile Zahlen 1,2, .... Diese
konnen durch die Anwendung von arithmetischen Operationen +, -, * zu grofleren Ausdriicken zu-
sammengesetzt werden, beispielsweise 17*2+5%3. Fast jeder Ausdruck besitzt einen Wert, im Falle
von elementaren Ausdriicken, wie 1 oder 2, kann der Wert direkt abgelesen werden. Der Wert
eines zusammengesetzten Ausdrucks muss berechnet werden. In Haskell stehen, neben arithmeti-
schen, eine ganze Reihe andere Arten von Ausdriicken bereit um Programme zu formulieren. Die
wichtigste Methode, um in Haskell Ausdriicke zu konstruieren, ist die Anwendung von Funktionen
auf Argumente. In obigem Beispiel konnen die arithmetischen Operatoren +,-,* als Funktionen
aufgefasst werden, die infix (17*2) anstelle von prifix (* 17 2) notiert werden.

Haskell ist eine streng getypte Programmiersprache, d.h. jeder Ausdruck und jeder Unterausdruck
hat einen Typ. Setzt man Ausdriicke aus kleineren Ausdriicken zusammen, so miissen die Typen
stets zueinander passen, z.B. darf man Funktionen, die auf Zahlen operieren, nicht auf Strings
anwenden, da die Typen nicht zueinander passen.

Man kann sich im GHCi, den Typ eines Ausdrucks mit dem Kommando :type Ausdruck anzeigen
lassen, z.B. kann man eingeben:

Prelude> :type ’C’ [&]
>C’> :: Char

Man sagt der Ausdruck (bzw. der Wert) *C? hat den Typ Char. Hierbei steht Char fiir Character,
d.h. dem englischen Wort fiir Buchstabe. Typnamen wie Char beginnen in Haskell stets mit einem
Grof3buchstaben. Mit dem Kommando :set +t kann man den GHCi in einen Modus versetzen, so
dass er stets zu jedem Ergebnis auch den Typ anzeigt, das letzte berechnete Ergebnis ist im GHCi
immer iiber den Namen it (fiir ,es“) ansprechbar, deshalb wird der Typ des Ergebnisses in der
Form it :: Typ angezeigt. Wir probieren dies aus:

25

Ausdruck

Wert

Typ

Char



Integer

Typinferenz

3. Grundlagen der Programmierung in Haskell

-
> ghci

GHCi, version 7.10.3: http://www.haskell.org/ghc/ :7 for help

Prelude> :load einfacheAusdruecke.hs

[1 of 1] Compiling Main ( einfacheAusdruecke.hs, interpreted )

0Ok, modules loaded: Main.

*Main> :set +t

*Main> zwei_mal_Zwei

4

it :: Integer

*Main> oft_fuenf_addieren

55
it :: Integer
*Main> beides_zusammenzaehlen
59
it :: Integer
_ J

Die Ergebnisse aller drei Berechnungen sind vom Typ Integer, der beliebig grofle ganze Zahlen
darstellt. Man kann in Haskell den Typ eines Ausdrucks auch selbst angeben (die Schreibweise ist
Ausdruck: : Typ), der GHCi iiberpriift dann, ob der Typ richtig ist. Ein Beispiel hierzu ist:

e N
*Main> ’C’::Char
7C7 B
it :: Char

*Main> ’C’::Integer

<interactive>:2:1:
Couldn’t match expected type ‘Integer’ with actual type ‘Char’
In the expression: ’C’ :: Integer
In an equation for ‘it’: it = ’C’ :: Integer

Da ’C’ ein Zeichen und daher vom Typ Char ist, schligt die Typisierung als Zahl vom Typ
Integer fehl.

In den allermeisten Fillen muss der Programmierer den Typ nicht selbst angegeben, da der GHCi
den Typ selbststdndig herleiten kann. Dieses Feature nennt man auch Typinferenz. Manchmal ist
es jedoch hilfreich, sich selbst die Typen zu {iberlegen, sie anzugeben, und anschlieend den GHCi
zum Uberpriifen zu verwenden.

Im folgenden Abschnitt stellen wir einige vordefinierte und eingebaute Datentypen vor, die Haskell
zur Verfiigung stellt.

3.2. Basistypen

3.2.1. Wahrheitswerte: Der Datentyp Bool

Die Boolesche Logik (benannt nach dem englischen Mathematiker George Boole) ist eine sehr
einfache Logik. Sie wird in vielen Bereichen insbesondere in wohl jeder Programmiersprache ver-
wendet, sie ist zudem die Grundlage der Hardware von Rechnern. Wir fithren sie hier nur sehr
oberflachlich ein. Die Boolesche Logik baut auf sogenannten atomaren Aussagen auf. Fiir eine sol-
che Aussage kann nur gelten: Die Aussage ist entweder wahr oder die Aussage ist falsch. Beispiele
fiir solche atomaren Aussagen aus dem natiirlichen Sprachgebrauch sind:
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e Heute regnet es.
e Mein Auto hat die Farbe blau.
e Fritz ist noch nicht erwachsen.

In Programmiersprachen findet man hiufig Aussagen der Form wie x < 5, die entweder wahr oder
falsch sind.

In Haskell gibt es den Datentyp Bool, der die beiden Wahrheitswerte ,, wahr“ und ,falsch“ durch
die Datenkonstruktoren True und False darstellt, d.h. wahre Aussagen werden zu True, falsche
Aussagen werden zu False ausgewertet. Datenkonstruktoren (wie True und False) beginnen in
Haskell nie mit einem Kleinbuchstaben, daher fast immer mit einem Grof3buchstaben.

Die Boolesche Logik stellt sogenannte Junktoren zur Verfiigung, um aus atomaren Aussagen und
Wahrheitswerten grofiere Aussagen (auch aussagenlogische Formeln genannt) zu erstellen, d.h.
Formeln werden gebildet, indem kleinere Formeln (die auch nur Variablen oder Wahrheitswerte
sein konnen) mithilfe von Junktoren verkniipft werden.

Die drei wichtigsten Junktoren sind die Negation, die Und-Verkniipfung und die Oder-
Verkniipfung. Hier stimmt der natiirlichsprachliche Gebrauch von ,nicht“, jund“ und ,joder® mit
der Bedeutung der Junktoren iiberein.

Will man z.B. die atomare Aussage A;: ,,Heute regnet es.“ negieren, wiirde man sagen A,: ,,Heute
regnet es nicht*, d.h. man negiert die Aussage, dabei gilt offensichtlich: Die Aussage A; ist genau
dann wahr, wenn die Aussage As falsch ist, und umgekehrt. In mathematischer Notation schreibt
man die Negation als — und koénnte daher anstelle von Ay auch —A; schreiben.

Die Bedeutung (Auswertung) von Booleschen Junktoren wird oft durch eine Wahrheitstabelle
reprisentiert, dabei gibt man fiir alle moglichen Belegungen der atomaren Aussagen, den Wert
der Verkniipfung an. Fiir — sieht diese Wahrheitstabelle so aus:

A \ -A
wahr ‘ falsch
falsch ‘ wahr

Die Und-Verkniipfung (mathematisch durch das Symbol A reprisentiert) verkniipft zwei Aussagen
durch ein ,,Und“. Z.B. wiirde man die Verundung der Aussagen A;: ,Heute regnet es“ und As:
»1ch esse heute Pommes* natiirlichsprachlich durch ,,Heute regnet es und ich esse heute Pommes*
ausdriicken. In der Booleschen Logik schreibt man A; A As. Die so zusammengesetzte Aussage ist
nur dann wahr, wenn beide Operanden des A wahr sind, im Beispiel ist die Aussage also nur wahr,
wenn es heute regnet und ich heute Pommes esse.

Die Wahrheitstabelle zum logischen Und ist daher:

Aq \ As \ Al N As
falsch | falsch falsch
falsch | wahr falsch
wahr | falsch falsch
wahr | wahr wahr

Die Oder-Verkniipfung (mathematisch durch das Symbol V reprisentiert) verkniipft analog zwei
Aussagen durch ein ,,Oder“, d.h. A; V Ay entspricht der Aussage , Es regnet heute oder ich esse
heute Pommes“. Die so gebildete Aussage ist wahr, sobald einer der Operanden wahr ist (aber
auch dann, wenn beide wahr sind). D.h.: Wenn es heute regnet, ist die Aussage wahr, wenn ich
heute Pommes esse, ist die Aussage wahr, und auch wenn beide Ereignisse eintreten.

Die Wahrheitstabelle zum logischen Oder ist:
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A | A | AV A

falsch | falsch | falsch
falsch | wahr wahr
wahr | falsch wahr
wahr | wahr wahr
In Haskell gibt es vordefinierte Operatoren fiir die Junktoren: not, && und | |, wobei die folgende

Tabelle deren Entsprechung zu den mathematischen Junktoren zeigt:

Bezeichnnung ‘ Mathematische Notation | Haskell-Notation
logische Negation -F not F

logisches Und Fi N Fy F && Iy

logisches Oder FiVFy Fi |l F

Wir probieren die Wahrheitswerte und die Junktoren gleich einmal im GHCi mit einigen Beispielen
aus:

e R
*Main> not True
False
it :: Bool
*Main> True && True
True
it :: Bool
*Main> False && True
False
it :: Bool
*Main> False || False
False
it :: Bool
*Main> True || False
True
it :: Bool
_ J

3.2.2. Ganze Zahlen: Int und Integer

Fiir ganze Zahlen sind in Haskell zwei verschiedene Typen eingebaut: Der Typ Int hat als Werte die
ganzen Zahlen im Bereich zwischen —23! bis 23! —1. Der zweite Typ Integer umfasst die gesamten
ganzen Zahlen. Die Darstellung der Werte vom Typ Int und der Werte vom Typ Integer (im
entsprechenden Bereich) ist identisch, d.h. z.B. wenn man 1000 eingibt, so weify der Interpreter
eigentlich nicht, welchen Typ man meint, man kann dies durch Angabe des Typs festlegen, indem
man 1000: :Int bzw. 1000: :Integer eingibt. Lésst man den Typ weg, so fithrt der Interpreter
manchmal sogenanntes Defaulting durch (wenn es nétig ist) und nimmt automatisch den Typ
Integer an. Fragen wir den Interpeter doch mal nach dem Typ von 1000:

Prelude> :type 1000 [
1000 :: (Num t) => t

Der ausgegebene Typ ist weder Integer noch Int, sondern (Num t) => t. Den Teil vor dem =>
nennt man Typklassenbeschrinkung. Wir erkléaren Typklassen hier nicht genau, aber man kann den
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Typ wie folgt interpretieren: 1000 hat den Typ t, wenn t ein Typ der Typklasse Num isﬂ Sowohl
Int als auch Integer sind Typen der Typklasse Num, d.h. der Compiler kann fiir die Typvariable
t sowohl Integer als Int einsetzen. Die vordefinierten Operatoren fiir ganze Zahlen erldutern wir
spater.

3.2.3. Gleitkommazahlen: Float und Double

Haskell stellt die Typen Float und Double (mit doppelter Genauigkeit) fiir Gleitkommazahlen
(auch Flieffkommazahlen genannt) zur Verfiigung. Die Kommastelle wird dabei wie im Englischen
iiblich mit einem Punkt vom ganzzahligen Teil getrennt, insbesondere ist die Darstellung fiir
Zahlen vom Typ Float und vom Typ Double identisch. Auch fiir Gleitkommazahlen gibt es eine
Typklasse, die als Typklassenbeschrinkung verwendet wird (die Klasse heifit Fractional). Fiir
das Defaulting nimmt der GHCi den Typ Double an. Man kann analog wie bei ganzen Zahlen
experimentieren:

Prelude> :type 10.5
10.5 :: (Fractional t) => t

Man muss den Punkt nicht stets angeben, denn auch Float und Double gehtren zur Typklasse
Num. Beachte, dass das Rechnen mit Gleitkommazahlen ungenau werden kann, da diese nur eine
bestimmte Anzahl von Nachkommastellen beriicksichtigen, wobei Double doppelt so viele Nach-
kommastellen beriicksichtigt als Float. Einige Aufrufe im GHCi, welche die Ungenauigkeit zeigen,
sind:

Prelude> :set +t

Prelude> (1.0000001)::F10at[§ﬂ
1.0000001

it :: Float

Prelude> (1.00000001)::F10at[§3
1.0

it :: Float

Prelude> 1.000000000000001
1.000000000000001

it :: Fractional a => a
Prelude> (1.0000000000000001)
1.0
it :: Fractional a => a
_ J

3.2.4. Zeichen und Zeichenketten

Zeichen sind in Haskell eingebaut durch den Typ Char. Ein Zeichen wird eingerahmt durch ein-
zelne Anfiihrungszeichen, z.B. A’ oder *&’. Es gibt einige spezielle Zeichen, die alle mit einem
\ (,Backslash®) eingeleitet werden. Dies sind zum einen sogenannte Steuersymbole zum anderen
die Anfiithrungszeichen und der Backslash selbst. Ein kleine Auflistung ist

ITypklassen biindeln verschiedene Typen und stellen gemeinsame Operationen auf ihnen bereit. Dadurch, dass die
Typen Int und Integer in der Num Typklasse sind (der Typklasse fiir Zahlen), wird sichergestellt, dass typische
Operationen auf Zahlen (Addition, Multiplikation, usw.) fiir Daten beiden Typs bereitstehen.
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Darstellung in Haskell | Zeichen, das sich dahinter verbirgt
A\’ Backslash \
7\ einfaches Anfithrungszeichen ’
P\ doppeltes Anfithrungszeichen "
’\n’ Zeilenumbruch
’\t’ Tabulator

Zeichenketten bestehen aus einer Folge von Zeichen. Sie sind in Haskell durch den Typ String im-
plementiert und werden durch doppelte Anfiihrungszeichen umschlossen, z.B. ist die Zeichenkette
"Hallo" ein Wert vom Typ String. Beachte, dass der Typ String eigentlich nur eine Abkiirzung
fiir [Char] ist, d.h. Strings sind gar nicht primitiv eingebaut (daher eigentlich auch keine Basis-
typen), sondern nichts anderes als Listen von Zeichen. Die eckigen Klammern um Char im Typ
[Char] besagt, dass der Typ eine Liste von Zeichen ist. Wir werden Listen in einem spéteren
Abschnitt genauer erortern.

3.3. Funktionen und Funktionstypen

In Haskell sind einige Funktionen bzw. Operatoren fiir Zahlen bereits vordefiniert, die arithmeti-
schen Operationen Addition, Substraktion, Multiplikation und Division sind iiber die Operatoren
+, =, * und / verfligbar:

Bezeichnung ‘ mathematische Notation(en) ‘ Haskell-Notation

Addition a-+b a+b
Subtraktion a—>b a-b
Multiplikation a - b, oft auch ab a*b
Division a:b,a/b,a=b alb

Die Operatoren werden (wie in der Mathematik) als infix-Operationen verwendet, z.B. 3 * 6,
10.0 / 2.5,4 + 5 x 4. Der GHCi beachtet dabei die Punkt-vor-Strich-Regel, z.B. ist der Wert
von 4 + 5 * 4 die Zahl 24 und nicht 36 (was dem Ausdruck (4 + 5) * 4 entspriiche). Das
Minuszeichen wird nicht nur fiir die Subtraktion, sondern auch zur Darstellung negativer Zahlen
verwendet (in diesem Fall prifix, d.h. vor der Zahl). Manchmal muss man dem Interpreter durch
zusitzliche Klammern helfen, damit er ,,weifl“, ob es sich um eine negative Zahl oder um die
Subtraktion handelt. Ein Beispiel hierfiir ist der Ausdruck 2 * -2, gibt man diesen im Interpreter
ein, so erhélt man eine Fehlermeldung:

p
Prelude> 2 * —2

<interactive>:2:1:

Precedence parsing error
cannot mix ‘*’ [infixl 7] and
prefix ‘-’ [infixl 6] in the
same infix expression

Klammert man jedoch (-2), so kann der Interpreter den Ausdruck erkennen:

Prelude> 2 * (-2)
-4
Prelude>
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Zum Vergleich von Werten stellt Haskell die folgenden Vergleichsoperatoren zur Verfiigung:

Bezeichnung \ mathematische Notation(en) \ Haskell-Notation
Gleichheit a="b a ==
Ungleichheit a#b a/=b
echt kleiner a<b a<b
echt grofer a>b a>b
kleiner oder gleich a<b a<=b
grofler oder gleich a>b a>=b

Die Vergleichsoperatoren nehmen zwei Argumente und liefern einen Wahrheitswert, d.h. sie werten
zu True oder False aus. Beachte, dass der Gleichheitstest == und der Ungleichheitstest /= nicht
nur fiir Zahlen definiert ist, sondern fiir viele Datentypen verwendet werden kann. Z.B. kann man
auch Boolesche Werte damit vergleichen.

Wir testen einige Beispiele:

e R
Prelude> 1 == 3
False
Prelude> 3%10 == 6%5
True

Prelude> True =
False

Prelude> False == False[gz
True

Prelude> 2*%8 /= 64
True

Prelude> 2+8 /= 10
False

Prelude> True /= False
True

False

FEinige Beispiele fiir die Vergleiche sind:

e R
Prelude> 5 >= 5
True
Prelude> 5 > 5[?1
False
Prelude> 6 > 5[?@
True
Prelude> 4 < 5[?@
True
Prelude> 4 < 4[?1
False
Prelude> 4 <= 4
True
. J

Die arithmetischen Operationen und die Vergleichsoperationen sind auch Funktionen, sie besitzen
jedoch die Spezialitéit, dass sie infix verwendet werden. Die meisten Funktionen werden préfix ver-
wendet, wobei die Notation in Haskell leicht verschieden ist, von der mathematischen Notation.
Betrachten wir die Funktion, die zwei Zahlen erhilt und den Rest einer Division mit Rest berech-
net. Sei f diese Funktion. In der Mathematik wiirde man zur Anwendung der Funktion f auf die
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zwei Argumente 10 und 3 schreiben f(10,3), um anschlieBend den Wert 1 zu berechnen (denn
10 + 3 = 3 Rest 1). In Haskell ist dies ganz dhnlich, jedoch werden die Argumente der Funktion
nicht geklammert, sondern jeweils durch ein Leerzeichen getrennt. D.h. in Haskell wiirde man
schreiben £ 10 3 oder auch (f 10 3). Der Grund fiir diese Schreibweise liegt vor allem darin,
dass man in Haskell auch partiell anwenden darf, d.h. bei der Anwendung von Funktionen auf
Argumente miissen nicht immer geniigend viele Argumente vorhanden sein. Fiir unser Beispiel
bedeutet dies: Man darf in Haskell auch schreiben £ 10. Mit der geklammerten Syntax wére dies
nur schwer moglich. £ 10 ist in diesem Fall immer noch eine Funktion, die ein weiteres Argument
erwartet. In Haskell ist die Funktion zur Berechnung des Restes tatséchlich schon vordefiniert sie
heifit dort mod. Analog gibt es die Funktion div, die den ganzahligen Anteil der Division mit Rest
berechnet. Wir probieren dies gleich einmal im Interpreter aus:

e N
Prelude> mod 10 3
1
Prelude> div 10 3
3
Prelude> mod 15 5
0
Prelude> div 15 5
3
Prelude> (div 15 5) + (mod 8 6)
5)
. J

Tatséchlich kann man die Infix-Operatoren wie + und == auch in Prafix-Schreibweise verwenden,
indem man sie in Klammern setzt. Z.B. kann 5 + 6 auch als (+) 5 6 oder True == False auch
als (==) True False geschrieben werden. Umgekehrt kann man zweistellige Funktionen wie mod
und div auch in Infix-Schreibweise verwenden, indem man den Funktionsnamen in Hochkommata
(diese werden durch die Tastenkombination [f_] + eingegeben) umschliefit, d.h. mod 5 3 ist
dquivalent zu 5 ‘mod‘ 3.

In Haskell haben nicht nur Basiswerte einen Typ, sondern jeder Ausdruck hat einen Typ. Daher
haben auch Funktionen einen Typ. Als einfaches Beispiel betrachten wir erneut die Booleschen
Funktionen not, (&%) und (| |). Die Funktion not erwartet einen booleschen Ausdruck (d.h. einen
Ausdruck vom Typ Bool) und liefert einen Wahrheitswert vom Typ Bool. In Haskell wird dies
wie folgt notiert: Die einzelnen Argumenttypen und der Ergebnistyp werden durch -> voneinander
getrennt, d.h. not :: Bool -> Bool. Der GHCi verrit uns dies auch:

Prelude> :type not [<]
not :: Bool -> Bool

Die Operatoren (&&) und (| |) erwarten jeweils zwei boolesche Ausdriicke und liefern als Ergebnis
wiederum einen booleschen Wert. Daher ist ihr Typ Bool -> Bool -> Bool. Wir iiberpriifen dies
im GHCi:

Prelude> :type (&&)
(&&) :: Bool -> Bool —> Bool

Prelude> :type (l[)
(Il) :: Bool -> Bool -> Bool

Allgemein hat eine Haskell-Funktion f, die n Eingaben (d.h. Argumente) erwartet, einen Typ der
Form

f@+ Typp >  Typo > ...> Typ, > Typpp
S~~~ S~~~ ~—~— S~——

Typ des Typ des Typ des Typ des
1. Arguments 2. Arguments n. Arguments Ergebnisses
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Der Pfeil -> in Funktionstypen ist rechts-geklammert, d.h. z.B. ist
(&%) :: Bool -> Bool -> Bool é#quivalent zu (&&) :: Bool -> (Bool -> Bool). Das
passt nidmlich gerade zur partiellen Anwendung: Der Ausdruck (&&) True ist vom Typ her eine
Funktion, die noch einen Booleschen Wert als Eingabe nimmt und als Ausgabe einen Booleschen
Wert liefert. Daher kann man (&&) auch als Funktion interpretieren, die eine Eingabe vom Typ
Bool erwartet und als Ausgabe eine Funktion vom Typ Bool -> Bool liefert. Auch dies kann
man im GHCi testen:

Prelude> :type ((&&) True)

((&&) True) :: Bool -> Bool
Prelude> :type ((&%) True False)
((&&) True False) :: Bool

Kehren wir zuriick zu den Funktion und Operatoren auf Zahlen. Wie muss der Typ von mod
und div aussehen? Beide Funktionen erwarten zwei ganze Zahlen und liefern als Ergebnis eine
ganze Zahl. Wenn wir vom Typ Integer als Eingaben und Ausgaben ausgehen, bedeutet dies:
mod erwartet als erste Eingabe eine Zahl vom Typ Integer, als zweite Eingabe eine Zahl vom Typ
Integer und liefert als Ausgabe eine Zahl vom Typ Integer. Daher ist der Typ von mod (wie
auch von div) der Typ Integer -> Integer -> Integer (wenn wir uns auf den Integer-Typ
beschrinken). Daher kénnen wir schreiben:

mod :: Integer -> Integer -> Integer
div :: Integer -> Integer -> Integer

Fragt man den Interpreter nach den Typen von mod und div so erhilt man etwas allgemeinere
Typen:

Prelude> :type mod [7]

mod :: (Integral a) => a -> a -> a
Prelude> :type div [<]
div :: (Integral a) => a -> a -> a

Dies liegt daran, dass mod und div auch fiir andere ganze Zahlen verwendet werden konnen.
Links vom => steht hier wieder eine sogenannte Typklassenbeschrankung. Rechts vom => steht
der eigentliche Typ, der jedoch die Typklassenbeschrankung einhalten muss. Man kann dies so
verstehen: mod hat den Typ a -> a -> a fiir alle Typen a die Integral-Typen sind (dazu gehéren
u.a. Integer und Int).

Ahnliches gilt fiir den Gleichheitstest (==): Er kann fiir jeden Typ verwendet werden, der zur
Typklasse Eq gehort:

Prelude> :type (==)
(==) :: (Eq a) => a -> a -> Bool

Wir fragen die Typen einiger weiterer bereits eingefiihrter Funktionen und Operatoren im GHCi
ab:
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Prelude> :type (==)

(==) :: (Eq a) => a -> a -> Bool
Prelude> :type (<) [&]

(<) :: (0rd a) => a -> a -> Bool
Prelude> :type (<=)

(k=) :: (0rd a) => a -> a -> Bool
Prelude> :type (+) []

(+) :: (Num a) => a -> a > a
Prelude> :type (-) |

(=) :: (Num a) => a

Bei einer Anwendung einer Funktion auf Argumente miissen die Typen der Funktion stets zu den
Typen der Argumente passen. Wendet man z.B. die Funktion not auf ein Zeichen (vom Typ Char)
an, so passt der Typ nicht: not hat den Typ Bool -> Bool und erwartet daher einen booleschen
Ausdruck. Der GHCi bemerkt dies sofort und produziert einen Typfehler:

( 1)

Prelude> not ’C’

<interactive>:2:5:
Couldn’t match expected type ‘Bool’ with actual type ‘Char’
In the first argument of ‘not’, namely ’C’
In the expression: not ’C’
In an equation for ‘it’: it = not ’C’

Sind Typklassen im Spiel (z.B. wenn man Zahlen verwendet deren Typ noch nicht sicher ist), so
sind die Fehlermeldungen manchmal etwas merkwiirdig. Betrachte das folgende Beispiel:

( 1)

Prelude> not 5

<interactive>:2:5:
No instance for (Num Bool) arising from the literal ‘5’
In the first argument of ‘not’, namely ‘5’
In the expression: not 5
In an equation for ‘it’: it = not 5

In diesem Fall sagt der Compiler nicht direkt, dass die Zahl nicht zum Typ Bool passt, sondern er
bemaéngelt, dass Boolesche Werte nicht der Klasse Num angehoren, d.h. er versucht nachzuschauen,
ob man die Zahl 5 nicht als Booleschen Wert interpretieren kann. Da das nicht gelingt (Bool gehort
nicht zur Klasse Num, da Boolesche Werte keine Zahlen sind), erscheint die Fehlermeldung.

3.4. Einfache Funktionen definieren

Bisher haben wir vordefinierte Funktionen betrachtet, nun werden wir Funktionen selbst definieren.
7.B. kann man eine Funktion definieren, die jede Zahl verdoppelt als:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Die Syntax fiir Funktionsdefinitionen in Haskell sieht folgendermafien aus:
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funktion_.Name par, ... par, = Haskell Ausdruck

Wobei funktion-Name eine Zeichenkette ist, die mit einem Kleinbuchstaben oder einem Unter-
strich beginnt und den Namen der Funktion darstellt, unter dem sie aufgerufen werden kann.
pary ... pary sind die formalen Parameter der Funktion, in der Regel stehen hier verschiedene Va-
riablen, beispielsweise x,y,z. Rechts vom Gleichheitszeichen folgt ein beliebiger Haskell-Ausdruck,
der die Funktion definiert und bestimmt welcher Wert berechnet wird, hier diirfen die Parameter
pary ... par, verwendet werden.

Man darf dem Quelltext auch den Typ der Funktion hinzufugenﬂ Beschrinken wir uns auf
Integer-Zahlen, so nimmt verdopple als Eingabe eine Integer-Zahl und liefert als Ausgabe
ebenfalls eine Integer-Zahl. Daher ist der Typ von verdopple der Typ Integer -> Integer.
Mit Typangabe erhélt man den Quelltext:

verdopple :: Integer -> Integer
verdopple x = x + X

Schreibt man die Funktion in eine Datei und 14dt sie anschliefend in den GHCi, so kann man sie
ausgiebig ausprobieren:

( M)
Prelude> :load programme/einfacheFunktionen.hs

[1 of 1] Compiling Main ( programme/einfacheFunktionen.hs)
Ok, modules loaded: Main.

*Main> verdopple 5 [<]

10

*Main> verdopple 100

200

*Main> verdopple (verdopple (2*3) + verdopple (6+9)) [<]
84

Haskell stellt if-then-else-Ausdriicke zur Verfiigung. Diese werden zur Fallunterscheidung bzw.
Verzweigung verwendet: Anhand des Wahrheitswerts einer Bedingung wird bestimmt, welchen
Wert ein Ausdruck haben soll. Die Syntax ist

if b then e; else es.

Hierbei muss b ein Ausdruck vom Typ Bool sein, und die Typen der Ausdriicke e; und e; miissen
identisch sein. Die Bedeutung eines solchen if-then-else-Ausdrucks ist: Wenn b wahr ist (zu True
auswertet), dann ist der Wert des gesamten Ausdrucks e, anderenfalls (b wertet zu False aus) ist
der Wert des gesamten Ausdrucks e;. D.h. je nach Wahrheitswert von b ,,verzweigt“ die Funktion
zu e bzw. zu e

Wir betrachten einige Beispiele zu if-then-else:
e if 4+5 > 7 then 100 else 1000 ist gleich zu 100, da 445 = 9 und 9 groBer als 7 ist.

e if False then "Hallo" else "Hallihallo" ist gleich zum String "Hallihallo", da die
Bedingung falsch ist.

2Man muss dies i.A. jedoch nicht tun, da der GHCi die Typen auch selbst berechnen kann!

3Solche Fallunterscheidungen kennt man auch von imperativen Programmiersprachen, wobei sie dort jedoch eine
etwas andere Bedeutung haben, da in Haskell e; und ez Ausdriicke sind und keine Befehle. Insgesamt ist in
Haskell if b then e; else ez wieder ein Ausdruck. Aus diesem Grund gibt es in Haskell (im Gegensatz zu
vielen imperativen Programmiersprachen) kein if-then-Konstrukt, denn dann wire der Wert von if b then e
fiir falsches b nicht definiert!
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e if (if 2 == 1 then False else True) then 0 else 1" ist gleich zu 0, da der innere
if-then-else-Ausdruck gleich zu True ist.

Man kann mit if-then-else-Ausdriicken z.B. auch eine Funktion definieren, die nur gerade Zahlen
verdoppelt:

verdoppleGerade :: Integer -> Integer
verdoppleGerade x = if even x then verdopple x else x

Die dabei benutzte Funktion even ist in Haskell bereits vordefiniert, sie testet, ob eine Zahl
gerade ist. Die Funktion verdoppleGerade testet nun mit even, ob das Argument x gerade ist,
und mithilfe einer Fallunterscheidung (if-then-else) wird entweder die Funktion verdopple mit
x aufgerufen, oder (im else-Zweig) einfach x selbst zuriick gegeben. Machen wir die Probe:

( N
*Main> :reload []

[1 of 1] Compiling Main ( programme/einfacheFunktionen.hs )

Ok, modules loaded: Main.

*Main> verdoppleGerade 50
100
*Main> verdoppleGerade 17
17

Man kann problemlos mehrere if-then-else-Ausdriicke verschachteln und damit komplexere
Funktionen implementieren. Z.B. kann man eine Funktion implementieren, die alle Zahlen kleiner
als 100 verdoppelt, die Zahlen zwischen 100 und 1000 verdreifacht und andere Zahlen unveréandert
zuriick gibt, als:

|
| jenachdem :: Integer -> Integer |
| jenachdem x = if x < 100 then 2*x else |
| (if x <= 1000 then 3*x else x) |

Die Haskell-Syntax beachtet die Einriickung, daher kann man die Klammern um das zweite if-
then-else auch weglassen:

| jenachdem :: Integer -> Integer |
| jenachdem x = if x < 100 then 2*x else |
|
|

! if x <= 1000 then 3*x else x

Man muss jedoch darauf achten, dass z.B. die rechte Seite der Funktionsdefinition um mindestens
ein Zeichen gegeniiber dem Funktionsnamen eingeriickt ist. Z.B. ist

| jenachdem :: Integer -> Integer
| jenachdem x =

'if x < 100 then 2*x else

| if x <= 1000 then 3*x else x

falsch, da das erste if nicht eingeriickt ist. Der GHCi meldet in diesem Fall einen Fehler:
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Prelude> :reload []
[1 of 1] Compiling Main ( programme/einfacheFunktionen.hs )

programme/einfacheFunktionen.hs:9:1:

parse error (possibly incorrect indentation)
Failed, modules loaded: none.
Prelude>

Wir betrachten eine weitere Funktion, die zwei Eingaben erhélt, zum Einen einen Booleschen Wert
b und zum Anderen eine Zahl z. Die Funktion soll die Zahl z verdoppeln, wenn b wahr ist, und
die Zahl z verdreifachen, wenn b falsch ist:

|
| verdoppeln_oder_verdreifachen :: Bool -> Integer -> Integer |
| verdoppeln_oder_verdreifachen b x = |
! if b then 2*x else 3*x |

Wir testen die Funktion im GHCi:

*Main> verdoppeln_oder_verdreifachen True 10
20
*Main> verdoppeln_oder_verdreifachen False 10
30

Wir kénnen die Funktion verdoppele von vorher nun auch unter Verwendendung von
verdoppeln_oder_verdreifachen definieren:

verdoppeln2 :: Integer -> Integer
verdoppeln2 x = verdoppeln_oder_verdreifachen True x

Man kann sogar das Argument x in diesem Fall weglassen, da wir ja partiell anwenden diirfen,
d.h. eine noch elegantere Definition ist:

verdoppeln3 :: Integer -> Integer
verdoppeln3 = verdoppeln_oder_verdreifachen True

Hier sei nochmals auf die Typen hingewiesen: Den Typ Bool -> Integer -> Integer
von verdoppeln_oder_verdreifachen kann man auch geklammert schreiben als
Bool -> (Integer -> Integer). Genau das haben wir bei verdoppeln3 ausgenutzt,
denn das Ergebnis von verdoppeln3 ist der Riickgabewert der partiellen Anwendung
von verdoppeln_oder_verdreifachen auf True und daher eine Funktion vom Typ
Integer -> Integer. D.h. in Haskell gibt es keine Bedingung, dass eine Funktion als Er-
gebnistyp einen Basistyp haben muss, es ist (wie z.B. bei verdoppeln3) durchaus erlaubt auch
Funktionen als Ergebnis zuriick zu geben.

Etwas analoges gilt fiir die Argumente einer Funktion: Bisher waren dies stets Basistypen, es ist
aber auch an dieser Stelle erlaubt, Funktionen selbst zu iibergeben. Betrachte zum Beispiel die
folgende Funktion:
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Die Funktion wende_an_und_addiere erhilt drei Eingaben: Eine Funktion £ und zwei Zahlen x
und y. Die Ausgabe berechnet sie wie folgt: Sie wendet die iibergebene Funktion £ sowohl einmal
auf x als auch einmal auf y an und addiert schliefflich die Ergebnisse. Z.B. kann man fiir £ die
Funktion verdopple oder die Funktion jenachdem iibergeben:

*Main> wende_an_und_addiere verdopple 10 20
60

*Main> wende_an_und_addiere jenachdem 150 3000
3450

Wir koénnen allerdings nicht ohne Weiteres jede beliebige Funktion an wende_an_und_addiere
iibergeben, denn die Typen miissen passen. Sehen wir uns den Typ von wende_an_und_addiere
an:

wende_an und_addiere :: (Integer -> Integer) -> Integer -> Integer ->Integer

Wenn man an den dufleren ->-Pfeilen zerlegt, kann man die einzelnen Typen den Argumenten und
dem Ergebnis zuordnen:

wende_an und_addiere :: (Integer -> Integer) -> Integer -> Integer -> Integer
N—— ——— ———

Typ von £ Typ von x Typ von y Typ des

Ergebnisses

D.h. nur Funktionen, die einen Ausdruck vom Typ Integer erwarten und eine Zahl liefern kénnen
an wende_an_und_addiere iibergeben werden. Beachte auch, dass man die Klammern im Typ

(Integer -> Integer) -> Integer -> Integer -> Integer
nicht weglassen darf, denn der Typ
Integer -> Integer -> Integer -> Integer -> Integer
ist implizit rechtsgeklammert, und entspricht daher dem Typ
Integer -> (Integer -> (Integer -> (Integer -> Integer))).

Funktionen, die andere Funktionen als Argumente akzeptieren oder zuriickgeben, bezeichnet man
als Funktionen hoherer Ordnung.

Wir betrachten noch eine Funktion, die zwei Eingaben erhdlt und den String
"Die Eingaben sind gleich!" als Ergebnis liefert, wenn die Eingaben gleich sind. Man
konnte versucht sein, die Funktion so zu implementieren:

sonicht x x = "Die Eingaben sind gleich!"

Dies ist allerdings keine giiltige Definition in Haskell, der GHCi beanstandet dies auch sofort:

s 7
einfacheFunktionen.hs:31:9:

Conflicting definitions for ‘x’

Bound at: einfacheFunktionen.hs:31:9
einfacheFunktionen.hs:31:11

In an equation for ‘sonicht’

Failed, modules loaded: none.
= J
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Die Parameter einer Funktion miissen ndmlich alle verschieden sein, d.h. fiir sonicht darf man
nicht zweimal das gleiche x fiir die Definition verwenden. Richtig ist

Die Funktion vergleiche gibt bei Ungleichheit den leeren String "" zuriick. Der Typ von
vergleiche ist vergleiche :: (Eq a) => a -> a -> String, d.h. er beinhaltet eine Typklas-
senbeschrinkung (aufgrund der Verwendendung von ==): Fiir jeden Typ a, der zur Klasse Eq
gehort, hat vergleiche den Typ a -> a -> String.

Wir betrachten als weiteres Beispiel die Funktion zweimal_anwenden:

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 :
zweimal_anwenden :: (a -> a) -> a -> a !
zweimal_anwenden f x = f (f x) !

Die Funktion erwartet eine Funktion und ein Argument und wendet die iibergebene Funktion
zweimal auf das Argument an. Da hier eine fast beliebige Funktion verwendet werden kann, enthélt
der Typ von zweimal_anwenden Typvariablen (das a). Fiir diese kann man einen beliebigen Typen
einsetzen, allerdings muss fiir jedes a der selbe Typ eingesetzt werden. Ist der Typ einer Funktion
(wie der Typ von f in zweimal_anwenden) von der Form a -> a, so handelt es sich um eine
Funktion, deren Ergebnistyp und deren Argumenttyp identisch sein miissen, aber ansonsten nicht
weiter beschrénkt sind. Wir fithren einige Tests durch:

( 1)
*Main> zweimal_anwenden verdopple 10

40

*Main> zweimal_anwenden (wende_an_und_addiere verdopple 100) 10
640

*Main> zweimal_anwenden (vergleiche True) True

<interactive>:2:30:
Couldn’t match type ‘Bool’ with ‘[Char]’
Expected type: String
Actual type: Bool
In the first argument of ‘vergleiche’, namely ‘True’
In the first argument of ‘zweimal_anwenden’, namely
¢ (vergleiche True)’

<interactive>:2:36:
Couldn’t match type ‘Bool’ with ‘[Char]’
Expected type: String
Actual type: Bool
In the second argument of ‘zweimal_anwenden’, namely ‘True’
In the expression: zweimal_anwenden (vergleiche True) True

Der letzte Test zweimal_anwenden (vergleiche True) True geht schief (hat einen Typfehler),
da (vergleiche True) den Typ Bool -> String hat, und daher nicht fiir den Typ (a -> a)
eingesetzt werden kann.

Da in den Typen von Ausdriicken und Funktion Typvariablen erlaubt sind, sagt man Haskell hat
ein polymorphes Typsystem.
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rekursiv

Rekursions-
anfang und
Rekursions-
schritt

3. Grundlagen der Programmierung in Haskell
3.5. Rekursion

Der Begriff Rekursion stammt vom lateinischen Wort ,,recurrere® was ,zuriicklaufen“ bedeutet.
Die Technik, die sich hinter der Rekursion versteckt, besteht darin, dass eine Funktion definiert
wird, indem sie sich in der Definition selbst wieder aufruft. Ein altbekannter Spruch (Witz) zur
Rekursion lautet:

., Wer Rekursion verstehen will, muss Rekursion verstehen.*

Man nennt eine Funktion (direkt) rekursiv, wenn sie sich selbst wieder aufruft, d.h. wenn die
Definition von f von der Form

ist. Man kann diesen Begriff noch verallgemeinern, da f sich nicht unbedingt direkt selbst aufrufen
muss, es geht auch indirekt {iber andere Funktionen, also in der Art:

f...=...g...
f

In diesem Fall ruft £ die Funktion g auf, und g ruft wieder £ auf. Daher sind £ und g verschrdinkt
rekursiv.

Nicht jede rekursive Funktion ist sinnvoll, betrachte z.B. die Funktion

Die Auswertung der Funktion wird (egal fiir welchen Wert von x) nicht aufhéren, da sich
endlos_eins_addieren stets erneut aufrufen wird. Etwa in der Form:

endlos_eins_addieren 1
endlos_eins_addieren (1+1)
endlos_eins_addieren ((1+1)+1)
endlos_eins_addieren (((141)+1)+1)

Lild

D.h. man sollte im Allgemeinen rekursive Funktionen so implementieren, dass irgendwann sicheﬁ
ein Ende erreicht wird und kein rekursiver Aufruf mehr erfolgt. Dieses Ende nennt man auch
Rekursionsanfang, den rekursiven Aufruf nennt man auch Rekursionsschritt. Wir betrachten als
erste sinnvolle rekursive Funktion die Funktion erste_rekursive_Funktion:

, erste_rekursive_Funktion x = if x <= 0 then 0 else
| x+(erste_rekursive_Funktion (x-1))

Der Rekursionsanfang wird gerade durch den then-Zweig des if-then-else-Ausdrucks abgedeckt:
Fiir alle Zahlen die kleiner oder gleich 0 sind, findet kein rekursiver Aufruf statt, sondern es wird
direkt 0 als Ergebnis geliefert. Der Rekursionsschritt besteht darin erste_rekursive_Funktion
mit x erniedrigt um 1 aufzurufen und zu diesem Ergebnis den Wert von x hinzuzihlen. Man

4Tatsichlich ist es manchmal sehr schwer, diese Sicherheit zu garantieren. Z.B. ist bis heute unbekannt,
ob die Funktion f x = if n == 1 then 1 else (if even x then f (x ‘div‘ 2) else f (3*x+1)) fiir jede
natiirliche Zahl terminiert, d.h. den Rekursionsanfang findet. Dies ist das sogenannte Collatz-Problem.
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kann leicht iiberpriifen, dass fiir jede ganze Zahl x der Aufruf erste_rekursive_Funktion x
irgendwann beim Rekursionsanfang landen muss, daher terminiert jede Anwendung von
erste_rekursive_Funktion auf eine ganze Zahl.

Es bleibt zu klidren, was erste_rekursive_Funktion berechnet. Wir konnen zunéchst einmal im
GHCi testen:

( N
*Main> erste_rekursive_Funktion 5

15

*Main> erste_rekursive_Funktion 10
55

*Main> erste_rekursive_Funktion 11
66

*Main> erste_rekursive_Funktion 12
78

*Main> erste_rekursive_Funktion 100
5050

*Main> erste_rekursive_Funktion 1

1

*Main> erste_rekursive_Funktion (-30)
0

. J

Man stellt schnell fest, dass fiir negative Zahlen stets der Wert 0 als Ergebnis herauskommt. Wir
betrachten den Aufruf von erste_rekursive_Funktion 5. Das Ergebnis 15 kann man per Hand
ausrechnen:

erste_rekursive_Funktion 5

= b + erste_rekursive_Funktion 4

= 5 + (4 + erste_rekursive_Funktion 3)

=5+ (4 + (3 + erste_rekursive_Funktion 2))

=5+ (4 + (3 + (2 + erste_rekursive_Funktion 1)))
=5+ (4 + 3+ (2+ (1 + erste_rekursive_Funktion 0))))
=5+ 4+ @+ @2+ @+0))

= 15

Durch ldangeres Anschauen der Definition erkennt man, dass fiir jede nicht-negative Zahl x gerade
z+(z—1)+(z—2)+...40 (oder als mathematische Summenformel }_7_ i) berechnet wird. Man
kann dies auch beweisen, was wir allerdings an dieser Stelle nicht tun wollen. Es ist erwdhnswert,
dass obige Beispielauswertung durch Hinschauen geschehen ist, in der Veranstaltung ,, Grundlagen
der Programmierung 2“ wird dieses Berechnen viel genauer durchgefiihrt und erklért.

Der Trick beim Entwurf einer rekursiven Funktion besteht darin, dass man eine Problemstellung
zerlegt: Der Rekursionsanfang ist der einfache Fall, fiir den man das Problem direkt 16sen kann.
Fiir den Rekursionsschritt 16st man nur einen (meist ganz kleinen) Teil des Problems (im obigen
Beispiel war das gerade das Hinzuaddieren von x) und iiberlidsst den Rest der Problemlésung der
Rekursion.

Das sogenannte , Tiirme von Hanoi*“-Spiel lisst sich sehr einfach durch Rekursion 16sen. Die An-
fangssituation besteht aus einem Turm von n immer kleiner werdenden Scheiben, der auf dem
Startfeld steht. Es gibt zwei weitere Felder: Das Zielfeld und das Hilfsfeld. Ein giiltiger Zug be-
steht darin, die oberste Scheibe eines Turmes auf einen anderen Stapel zu legen, wobei stets nur
kleinere Scheiben auf grofiere Scheiben gelegt werden diirfen.

Anschaulich kénnen die Start- und die Zielsituation dargestellt werden durch die folgenden Ab-
bildungen:
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3. Grundlagen der Programmierung in Haskell

Startstapel Zielstapel Hilfsstapel Startstapel Zielstapel Hilfsstapel
Ausgangssituation Zielsituation

Anstatt nun durch probieren alle moglichen Ziige usw. zu berechnen, kann das Problem mithilfe

von Rekursion sehr einfach gelost werden:

1. Schiebe mittels Rekursion den Turm der ersten n — 1 oberen Scheiben vom Startstapel auf

den Hilfsstapel

2. Schiebe die n. Scheibe vom Startstapel auf den Zielstapel

3. Schiebe mittels Rekursion den Turm der n — 1 Scheiben vom Hilfsstapel auf den Zielstapel.

Oder mit Bildern ausgedriickt:

Rekursiver Aufruf fiir n — 1

Schiebe Scheibe n
%

Rekursiver Aufruf fiir n — 1

Startstapel Zielstapel Hilfsstapel
n n—1
Startstapel Zielstapel Hilfsstapel
‘ n ‘ ‘ n—1 ‘
Startstapel Zielstapel Hilfsstapel
Startstapel Zielstapel Hilfsstapel

Beachte, dass der Rekursionsanfang gerade der Fall n = 1 ist, da dann nur eine Scheibe verschoben
wird. Die Rekursion terminiert, da bei jedem Aufruf die Probleminstanz (der Turm) um 1 verrin-
gert wird. Wir betrachten an dieser Stelle nicht die Implementierung in Haskell und verschieben

diese auf einen spiteren Abschnitt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion n_mal_verdoppeln. Die Funktion soll eine Zahl
x genau n mal verdoppeln. Da wir die Funktion verdoppeln bereits definiert haben, geniigt es
diese Funktion n-mal aufzurufen. Da wir den Wert von n jedoch nicht kennen, verwenden wir
Rekursion: Wenn n die Zahl 0 ist, dann verdoppeln wir gar nicht, sondern geben x direkt zuriick.
Das ist der Rekursionsanfang. Wenn n gréfer als 0 ist, dann verdoppeln wir x einmal und miissen
anschliefend das Ergebnis noch n-1-mal verdoppeln, das erledigt der Rekursionsschritt. In Haskell
programmiert, ergibt dies die folgende Implementierung:
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| n_mal_verdoppeln :: Integer -> Integer -> Integer i
| n_mal_verdoppeln x n = if n == 0 then x !
| else n_mal_verdoppeln (verdopple x) (n-1) !
|

In Haskell kann man auch mehrere Definitionsgleichungen fiir eine Funktion angeben, diese wer-
den von oben nach unten abgearbeitet, so dass die erste ,passende“ Gleichung gewéhlt wird:
Man darf anstelle einer Variablen ndmlich auch ein sogenanntes Pattern (Muster) verwenden. Bei
Zahlentypen kann man einfach eine Zahl hinschreiben. Damit kénnen wir uns das if-then-else
sparen:

| n_mal_verdoppeln2 :: Integer -> Integer -> Integer i
| n_mal_verdoppeln2 x 0 = x !
| n_mal_verdoppeln2 x n = n_mal_verdoppeln2 (verdopple x) (n-1) !
|

Der Effekt ist der gleiche: Ist n = 0, so passt die erste Zeile und wird daher verwendet, ist n
ungleich 0, so passt die erste Zeile nicht, und die zweite Zeile der Definition wird verwendet. Wir
testen beide Funktion im Interpreter:

( )
*Main> n_mal_verdoppeln2 10 2

40

*Main> n_mal_verdoppeln2 10 3
80

*Main> n_mal_verdoppeln2 10 10
10240

*Main> n_mal_verdoppeln 10 2
40

*Main> n_mal_verdoppeln 2 8
512

Gibt man fiir n jedoch eine negative Zahl ein, so hélt der Interpreter nicht an. Den Fall hatten
wir iibersehen. Wir konnten einfach x zuriickgeben, besser ist es jedoch, eine Fehlermeldung zu
erzeugen. Hierfiir gibt es in Haskell die eingebaute Funktion error. Sie erwartet als Argument einen
String, der beim Auftreten des Fehlers ausgegeben wird. Die Implementierung mit Fehlerabfang
ist:

| n_mal_verdoppeln3 :: Integer -> Integer -> Integer |
| n_mal_verdoppeln3 x 0 = x

| n_mal_verdoppeln3 x n =

| if n < O then :
| error "in n_mal_verdoppeln3: negatives Verdoppeln ist verboten" i
| else !
1 n_mal_verdoppeln3 (verdopple x) (n-1) i
|

Ein Testaufruf im GHCi ist:

*Main> n_mal_verdoppeln3 10 (-10)
*** Exception: in n_mal_verdoppeln3: negatives Verdoppeln ist verboten
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Eine weitere Moglichkeit, die Funktion n_.mal_verdoppeln zu definieren, ergibt sich durch die Ver-
wendung von sogenannten Guards (Wichtern zu deutsch), die ebenfalls helfen ein if-then-else Guard
ZUu sparemn:

e

n_mal_verdoppeln4 x 0 = x

n_mal_verdoppeln4 x n
| n <0 = error "negatives Verdoppeln ist verboten"
| otherwise = n_mal_verdoppeln4 (verdopple x) (n-1)

Hinter dem Guard, der syntaktisch durch | reprisentiert wird, steht ein Ausdruck vom Typ Bool
(beispielsweise n < 0). Beim Aufruf der Funktion werden diese Ausdriicke von oben nach unten
ausgewertet, liefert einer den Wert True, dann wird die entsprechende rechte Seite als Funktions-
definition verwendet. otherwise ist ein speziell vordefinierter Ausdruck

der immer zu True auswertet. D.h. falls keines der vorhergehenden Pridikate True liefert, wird
die auf otherwise folgende rechte Seite ausgewertet. Die Fallunterscheidung iiber n kann auch
komplett iiber Guards geschehen:

n_mal_verdoppeln4 x n
| n <0 = error "negatives Verdoppeln ist verboten"
| n == =x
| otherwise = n_mal_verdoppeln4 (verdopple x) (n-1)

Dabei unterscheidet sich die Funktionalitit von n_mal_verdoppeln4 nicht von n_.mal_verdoppeln3,
lediglich die Schreibweise ist verschieden.

Mit Rekursion kann man auch Alltagsfragen 16sen. Wir betrachten dazu die folgende Aufgabe:

In einem Wald werden am 1.1. des ersten Jahres 10 Rehe gezihlt. Der erfahrene Forster
weif}, dass sich im Laufe eines Jahres, die Anzahl an Rehen durch Paarung verdreifacht.
In jedem Jahr schiefit der Forster 17 Rehe. In jedem 2. Jahr gibt der Forster die Hélfte
der verbleibenden Rehe am 31.12. an einen anderen Wald ab. Wieviel Rehe gibt es im
Wald am 1.1. des Jahres n?

Wir miissen zur Losung eine rekursive Funktion aufstellen, welche die Anzahl an Rehen nach n
Jahren berechnet, d.h. die Funktion erhilt n als Eingabe und berechnet die Anzahl. Der Rekursi-
onsanfang ist einfach: Im ersten Jahr gibt es 10 Rehe. Fiir den Rekursionsschritt denken wir uns
das Jahr n und miissen die Anzahl an Rehen aufgrund der Anzahl im Jahr n — 1 berechnen. Sei k
die Anzahl der Rehe am 1.1. im Jahr n — 1. Dann gibt es am 1.1. im Jahr n genau 3k — 17 Rehe,
wenn n — 1 kein zweites Jahr war, und &2’17 Rehe, wenn n — 1 ein zweites Jahr war. Festellen,
ob n — 1 ein zweites Jahr war, kénnen wir, indem wir priifen, ob n — 1 eine gerade Zahl ist.

Mit diesen Uberlegungen koénnen wir die Funktion implementieren:

|
| anzahlRehe 1 = 10 |
| anzahlRehe n = if even (n-1) then ((3*anzahlRehe (n-1))-17) ‘div‘ 2 |
| else 3*(anzahlRehe (n-1))-17 |

Testen zeigt, dass die Anzahl an Rehen sehr schnell wéchst:
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*Main> anzahlRehe 1
10

*Main> anzahlRehe 2
13

*Main> anzahlRehe 3
11

*Main> anzahlRehe 4
16

*Main> anzahlRehe 5
15

*Main> anzahlRehe 6
28

*Main> anzahlRehe 7
33

*Main> anzahlRehe 8
82

*Main> anzahlRehe 9
114

*Main> anzahlRehe 10
325

*Main> anzahlRehe 50
3626347914090925

In Haskell gibt es let-Ausdriicke, mit diesen kann man lokal (im Rumpf einer Funktion) den Wert let-
eines Ausdrucks an einen Variablennamen binden (der Wert ist unverénderlich!). Dadurch kann  Ausdruck
man es sich z.B. ersparen gleiche Ausdriicke immer wieder hinzuschreiben. Die Syntax ist

let Variablel = Ausdruckl
Variable2 =  Ausdruck2
VariableN = AusdruckN

in Ausdruck

Hierbei miissen Variablennamen mit einem Kleinbuchstaben oder mit einem Unterstrich beginnen,
und auf die gleiche Einriickung aller Definitionen ist zu achten.

Z.B. kann man anzahlRehe dadurch eleganter formulieren:

| anzahlRehe2 1 = 10

! anzahlRehe2 n = let k = (3*anzahlRehe2 (n-1))-17

in if even (n-1) then k ‘div‘ 2
else k

3.6. Listen

Eine Liste ist eine Folge von Elementen, z.B. ist [True, False, False, True, True] eine Liste
von Wahrheitswerten und [1,2,3,4,5,6] eine Liste von Zahlen. In Haskell sind nur homogene
Listen erlaubt, d.h. die Listenelemente ein und derselben Liste miissen alle den gleichen Typ
besitzen. Z.B. ist die Liste [True,’a’,False,2] in Haskell nicht erlaubt, da in ihr Elemente vom
Typ Bool, vom Typ Char, und Zahlen vorkommen. Der GHCi beméngelt dies dementsprechend
sofort:
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r

Prelude> [True,’a’,False,2]

<interactive>:1:6:
Couldn’t match expected type ‘Bool’ against inferred type ‘Char’
In the expression: ’a’
In the expression: [True, ’a’, False, 2]
In the definition of ‘it’: it = [True, ’a’, False, ....]

Der Typ einer Liste ist von der Form [a], wobei a der Typ der Listenelemente ist. Einige Beispiele
im Interpreter:

r

Prelude> :type [True,False]
[True,False] :: [Bool]
Prelude> :type [’A’,’B’]
[°’A°,°B?] :: [Char]
Prelude> :type [1,2,3]
[1,2,3] :: (Num t) => [t]

Fiir die Liste [1,2,3] ist der Typ der Zahlen noch nicht festgelegt, daher die Typklassenbe-
schriinkung fiir Num. Man kann in Haskell beliebige Dinge (gleichen Typs) in eine Liste stecken,
nicht nur Basistypen. Fiir den Typ bedeutet dies: In [a] kann man fiir a einen beliebigen Typ

einsetzen. Z.B. kann man eine Liste von Funktionen (alle vom Typ Integer -> Integer) erstel-
len:

*Main> :type [verdopple, verdoppleGerade, jenachdem]
[verdopple, verdoppleGerade, jenachdem] :: [Integer -> Integer]

Man kann sich diese Liste allerdings nicht anzeigen lassen, da der GHCi nicht weif3, wie er Funk-
tionen anzeigen soll. Man erhélt dann eine Fehlermeldung der Form:

r

*Main> [verdopple, verdoppleGerade, jenachdem]

<interactive>:1:0:
No instance for (Show (Integer -> Integer))
arising from a use of ‘print’ at <interactive>:1:0-38
Possible fix:

add an instance declaration for (Show (Integer -> Integer))
In a stmt of a ’do’ expression: print it

Eine andere komplizierte Liste, ist eine Liste, die als Elemente wiederum Listen erhilt, z.B.
[[True,False], [False,True,Truel], [True,Truel]. Der Typ dieser Liste ist [[Bool]l]: Fiir a
in [a] wurde einfach [Bool] eingesetzt.

3.6.1. Listen konstruieren

Wir haben bereits eine Mo6glichkeit gesehen, Listen zu erstellen: Man trennt die Elemente mit
Kommas ab und verpackt die Elemente durch eckige Klammern. Dies ist jedoch nur sogenannter
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syntaktischer Zucker. In Wahrheit sind Listen rekursiv definiert, und man kann sie auch rekursiv
erstellen. Der , Rekursionsanfang ist die leere Liste, die keine Elemente enthélt. Diese wird in
Haskell durch [] dargestellt und als ,,Nil‘ﬁ ausgesprochen. Der ,,Rekursionsschritt“ besteht darin ~ Nil
aus einer Liste mit n — 1 Elementen eine Liste mit n Elementen zu konstruieren, indem ein neues
Element vorne an die Liste der n — 1 Elemente angehédngt wird. Hierzu dient der Listenkonstruktor

: (ausgesprochen ,,Cons“lﬂ). Wenn zs eine Liste mit n — 1 Elementen ist und z ein neues Element Cons
ist, dann ist x:xs die Liste mit n Elementen, die entsteht, indem man x vorne an xs anhéngt. In

x : xs sagt man auch, dass = der Kopf (engl. head) und xs der Schwanz (engl. tail) der Liste ist.

Wir konstruieren die Liste [True,False,True] rekursiv:

e [] ist die leere Liste

e True: [] ist die Liste, die True enthilt

e False: (True: []) ist die Liste, die erst False und dann True enthalt

e Daher lisst sich die gesuchte Liste als True: (False: (True: [1)) konstruieren.

Tatséchlich kann man diese Liste so im GHCi eingeben:

*Main> True: (False: (True:[]))
[True,False,Truel

Man kann sich eine Liste daher auch als Baum vorstellen, dessen innere Knoten mit : markiert
sind, wobei das linke Kind das Listenelement ist und das rechte Kind die Restliste ist. Z.B. fiir
True: (False: (True: [1)):

I\
False/ \

True []
Natiirlich kann man : und [] auch in Funktionsdefinitionen verwenden. Daher kann man relativ

einfach eine rekursive Funktion implementieren, die eine Zahl n als Eingabe erhélt und eine Liste
erstellt, welche die Zahlen von n bis 1 in dieser Reihenfolge enthilt:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘
| nbisl :: Integer —> [Integer] |
| nbis1 0 = [] |
| nbisl n = n:(abisl (n-1)) |

Der Rekursionsanfang ist fiir n = 0 definiert: In diesem Fall wird die leere Liste konstruiert. Fiir
den Rekursionsschritt wird die Liste ab (n — 1) rekursiv konstruiert und anschlieend die Zahl n
mittels : vorne an die Liste angehéingt. Wir testen nbisl im GHCi:

5Diese Bezeichnung stamm vom lateinischen Wort ,,nihil“ fiir ,, Nichts*.
6Kurzform von ,,Constructor®, also einem Konstruktor.
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*Main> nbisl O

(]

*Main> nbisl 1

[1]

*Main> nbisl 10

[10,9,8,7,6,5,4,3,2,1]

*Main> nbisl 100
[100,99,98,97,96,95,94,93,92,91,90,89,88,87,86,85,84,83,82,81,80,79,
78,77,76,75,74,73,72,71,70,69,68,67,66,65,64,63,62,61,60,59,58,57,
56,55,54,53,52,51,50,49,48,47,46,45,44,43,42,41,40,39,38,37,36, 35,
34,33,32, 31,30,29,28,27,26,25,24,23,22,21,20,19,18,17,16,15,14,13,
12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1]

- J

3.6.2. Listen zerlegen
Oft will man auf die Elemente einer Liste zugreifen. In Haskell sind die Funktion head und tail
dafiir bereits vordefiniert:

e head :: [a] —> a liefert das erste Element einer nicht-leeren Liste

e tail :: [a] —> [a] liefert den Schwanz einer nicht-leeren Liste.

Beachte, dass head und tail fiir beliebige Listen verwendet werden kénnen, da ihr Typ polymorph
ist: Er enthilt Typvariablen an der Position fiir den Elementtyp. Einige Aufrufe von head und
tail im GHCi:

e R
*Main> head [1,2]

1

*Main> tail [1,2,3]

[2,3]

*Main> head []

**x* Exception: Prelude.head: empty list

Die in Haskell vordefinierte Funktion null :: [a] -> Bool testet, ob eine Liste leer ist. Mit
head, tail und null kann man beispielsweise eine Funktion definieren, die das letzte Element
einer Liste extrahiert:

|
| letztesElement :: [a] -> a |
letztesElement xs = if null xs then !
error "Liste ist leer" !
|

|

|

|

|

|

if null (tail xs) then head xs
else letztesElement (tail xs)

|
|
|
|
|
| else
|
|
|
|

Fiir eine Liste mit mehr als einem Element ruft sich letztesElement rekursiv mit dem Schwanz
der Liste auf. Enthélt die Liste nur ein Element (der Test hierfiir ist null (tail xs)), so wird
das erste Element dieser Liste als Ergebnis zuriick geliefert (dies ist der Rekursionsanfang). Der
Fehlerfall, dass die Liste gar keine Elemente enthéilt, wird direkt am Anfang abgefangen, und eine
Fehlermeldung wird generiert. Der Typ der Funktion letztesElement ist [a]l -> a, da sie eine
Liste erhilt (hierbei ist der konkrete Typ der Elemente egal) und ein Listenelement liefert. Wir
testen letztesElement:

48



3.6. Listen

e 7
Main> letztesElement [True,False,True]
True
*Main> letztesElement [1,2,3]
3
*Main> letztesElement (nbis1l 1000)
1
*Main> letztesElement [[1,2,3], [4,5,6], [7,8,9]]
[7,8,9]
= J

Die Programmierung mit head, tail und null ist allerdings nicht wirklich elegant. Haskell bietet
hierfiir wesentlich schénere Moglichkeiten durch Verwendung sogenannter Pattern. Man kann bei
einer Funktionsdefinition (dhnlich wie bei den Funktionen auf Zahlen) ein Muster angeben, an-
hand dessen die Listen zerlegt werden sollen. Hierfiir verwendet man die Konstruktoren [] und
: innerhalb der Parameter der Funktion. Wir betrachten als Beispiel die Implementierung von
head:

eigenesHead [] = error "empty list"
eigenesHead (x:xs) = x

Die Definition von eigenesHead ist hierbei so zu interpretieren: Wenn die Eingabe eine Liste ist,
die zu dem Muster (x:xs) passt (die Liste daher mindestens ein Element hat), dann gebe den zu
x passenden Teil zuriick und wenn die Liste zum Muster [] passt (die Liste daher leer ist) dann
generiere eine Fehlermeldung. Die Fille werden bei der Auswertung von oben nach unten gepriift.
Analog ist tail definiert als.

eigenesTail [] = error "empty list"
eigenesTail (x:xs) = xs

eigenesNull [] = True
eigenesNull (x:xs) = False

eigenesNull2 [] = True
eigenesNull2 xs = False

In diesem Fall passt das zweite Muster (es besteht nur aus der Variablen xs) fiir jede Liste.
Trotzdem wird fiir den Fall der leeren Liste True zuriickgeliefert, da die Muster von oben nach
unten gepriift werden. Falsch wird die Definition, wenn man die beiden Félle in falscher Reihenfolge
definiert:

| falschesNull xs = False

| falschesNull [] = True

Da das erste Muster immer passt, wird die Funktion falschesNull fiir jede Liste False liefern.
Der GHCi ist so schlau, dies zu bemerken und liefert beim Laden der Datei eine Warnung:
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Warning: Pattern match(es) are overlapped
In the definition of ‘falschesNull’: falschesNull [] = ...

Ok, modules loaded: Main.
*Main> falschesNull [1]
False
*Main> falschesNull []
False
*Main> eigenesNull []
True
*Main>

Kehren wir zuriick zur Definition von letztesElement: Durch Pattern konnen wir eine elegantere
Definition angeben:

|
 letztesElement2 [] = error "leere Liste" |
| letztesElement2 (x:[]) = x |
| letztesElement?2 (x:xs) = letztesElement2 xs |

Beachte, dass das Muster (x: [1) in der zweiten Zeile ausschliefllich fiir einelementige Listen passt.

3.6.3. Einige vordefinierte Listenfunktionen

In diesem Abschnitt fithren wir einige Listenfunktionen auf, die in Haskell bereits vordefiniert sind,
und verwendet werden konnen:

e length :: [a] -> Int berechnet die Lénge einer Liste (d.h. die Anzahl ihrer Elemente).

e take :: Int —> [a] -> [a] erwartet eine Zahl k und eine Liste xs und liefert die Liste
der ersten k£ Elemente von xs

e drop :: Int -> [a] -> [a] erwartet eine Zahl k und eine Liste zs und liefert xs ohne die
der ersten k Elemente.

o (++) :: [a]l -> [a]l -> [a] erwartet zwei Listen und héngt diese aneinander zu einer
Liste, kann infix in der Form xs ++ ys verwendet werden. Man nennt diese Funktion auch
Lappend*.

e concat :: [[al] -> [a] erwartet eine Liste von Listen und héngt die inneren Listen alle

zusammen. Z.B. gilt concat [xs,ys] ist gleich zu xs ++ ys.

e reverse :: [a] -> [a] dreht die Reihenfolge der Elemente einer Liste um.

3.6.4. Nochmal Strings

Wir haben Zeichenketten (Strings) vorher schon eingefiithrt. Tatsdchlich ist die Syn-
tax "Hallo Welt" nur syntaktischer Zucker: Zeichenketten werden in Haskell als Lis-
ten von Zeichen intern dargestellt, d.h. unser Beispielstring ist #quivalent zur Liste
[’w>,’a’,’1’,’1’,%0’,” ?,’W?,’e’,’1’,°t’], die man auch mit [] und : darstellen kann
als ’H>: (Ca?: (CL12: (L :Co’:(CC 2 (:2(W:Ce’:(12:(’°t2:[1)))))))))). Alle Funktionen die
auf Listen arbeiten, kann man daher auch fiir Strings verwenden, z.B.
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*Main> head "Hallo Welt"

)H)

*Main> tail "Hallo Welt"

"allo Welt"

*Main> null "Hallo Welt"

False

*Main> null ""

True

*Main> letztesElement "Hallo Welt"

Jt)
. J

Es gibt allerdings spezielle Funktionen, die nur fiir Strings funktionieren, da sie die einzelnen
Zeichen der Strings ,anfassen“. Z.B.

e words :: String -> [String]l: Zerlegt eine Zeichenkette in eine Liste von Worten
e unwords :: [String] -> String: Macht aus einer Liste von Worten einen einzelnen String.
e lines :: String -> [String]: Zerlegt eine Zeichenkette in eine Liste von Zeilen

Z.B. kann man unter Verwendung von words und length die Anzahl der Worte eines Texts
zéhlen:

anzahlWorte :: String -> Int
anzahlWorte text = length (words text)

3.7. Paare und Tupel

Paare stellen in Haskell — neben Listen — eine weitere Moglichkeit dar, um Daten zu strukturieren.
Ein Paar wird aus zwei Ausdriicken ej, e; konstruiert, indem sie geschrieben werden als (eg, e3).
Hat e; den Typ Ty und ey den Typ T%, dann ist der Typ des Paares (71, 75). Der Unterschied zu
Listen besteht darin, dass Paare eine feste Stelligkeit haben (némlich 2) und dass die Typen der
beiden Ausdriicke nicht gleich sein miissen. Einige Beispiele fiir Paare in Haskell sind:

e )
Main> :type ("Hallo",True)

("Hallo",True) :: ([Char], Bool)

Main> :type ([1,2,3],’A’%)

([1,2,3],False) :: (Num t) => ([t], Char)
*Main> :type (letztesElement, "Hallo" ++ "Welt")

(letztesElement, "Hallo" ++ "Welt") :: ([a]l] -> a, [Char])
_ J

Der Zugriff auf Elemente eines Paares kann iiber zwei vordefinierte Funktionen erfolgen:
e fst :: (a,b) -> a nimmt ein Paar und liefert das linke Element.
e snd :: (a,b) —> b liefert das rechte Element eines Paares.

Wie man am Typ der beiden Funktionen sieht (der Typvariablen a,b enthélt), sind sie polymorph,
d.h. sie kénnen fiir Paare beliebigen Typs verwendet werden. Beispiele fiir die Anwendung sind:

*Main> fst (1,’A°)
1

*Main> snd (1,’A°)
7A7

*Main>
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3. Grundlagen der Programmierung in Haskell

Bei der Definition von fst und snd kann man wieder Pattern (Muster) verwenden, um die ent-
sprechenden Elemente auszuwéhlen:

Hier wird das Pattern (x,y) zur Selektion des gewiinschten Elements verwendet, wobei ( , ) der
Paar-Konstruktor ist, x ist eine Variable, die das linke Element eines Paares bezeichnet und y eine
Variable, die das rechte Element bezeichnet.

Tupel stellen eine Verallgemeinerung von Paaren dar: Ein n-Tupel kann n Elemente verschiedenen
Typs aufnehmen. Auch hier ist die Stelligkeit fest: Ein n-Tupel hat Stelligkeit n. Das Erzeugen
von n-Tupeln verliuft analog zum Erzeugen von Paaren, einige Beispiele sind:

*Main> :set +t

*Main> (°A’,True,’B’)

(’A’,True,’B’)

it :: (Char, Bool, Char)

*Main> ([1,2,3],(True,’A’,False,’B’),’B’)
([1,2,3],(True,’A’ ,False,’B’),’B’)

it :: ([Integer], (Bool, Char, Bool, Char), Char)

Der GHCi kann Tupel mit bis zu 15 Elementen drucken, intern kénnen noch groflere Tupel verwen-
det werden. Zur Auswahl bestimmter Elemente von Tupeln sind keine Funktionen vordefiniert,
man kann sie aber leicht mit Hilfe von Pattern selbst implementieren:

| |
I erstes_aus_vier_tupel (w,x,y,z) = w w
| |
| —= usw. w
| |

|

|

I viertes_aus_vier_tupel (w,x,y,z) = z
|

3.7.1. Die Tirme von Hanoi in Haskell

Wir betrachten nun die Implementierung des ,, Tiirme von Hanoi“-Spiels in Haskell. Wir imple-
mentieren hierfiir eine Funktion, die als Ergebnis die Liste der Ziige berechnet. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dass die drei Stapel (Startstapel, Zielstapel, Hilfsstapel) (am Anfang) den
Zahlen 1, 2 und 3 versehen sind. Ein Zug ist dann ein Paar (a,b) von zwei (unterschiedlichen)
Zahlen a und b aus der Menge {1,2,3} und bedeute: ziehe die oberste Scheibe vom Stapel a auf
den Stapel b.

Wir implementieren die Funktion hanoi mit 4 Parametern: Der erste Parameter ist die Hohe des
Turms n, die nidchsten drei Parameter geben die Nummern fiir die drei Stapel an.

Die Hanoi-Funktion ist nun wie folgt implementiert:
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—- Basisfall: 1 Scheibe verschieben
hanoi 1 start ziel hilf = [(start,ziel)]

|

|

|

|

|

i —— Allgemeiner Fall:

| hanoi n start ziel hilf

| —-- Schiebe den Turm der Hoehe n-1 von start zu hilf:
| (hanoi (n-1) start hilf ziel)
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

++
-— Schiebe n. Scheibe von start auf ziel:
[(start,ziel)]

++

—— Schiebe Turm der Hoehe n-1 von hilf auf ziel:
++ (hanoi (n-1) hilf ziel start)

3.7. Paare und Tupel

Der Basisfall ist der Fall n = 1: In diesem Fall ist ein Zug nétig, der die Scheibe vom Startstapel
auf den Zielstapel bewegt. Im allgemeinen Fall werden zunéchst n — 1 Scheiben vom Startstapel
auf den Hilfsstapel durch den rekursiven Aufruf verschoben (beachte, dass dabei der Hilfsstapel
zum Zielstapel (und umgekehrt) wird). AnschlieBend wird die letzte Scheibe vom Startstapel zum
Zielstapel verschoben, und schlieBich wird der Turm der Hohe n — 1 vom Hilfsstapel auf den

Zielstapel verschoben.

Gestartet wird die Funktion mit 1, 2 und 3 als Nummern fiir die 3 Stapel:

, start_hanoi n = hanoi n 1 2 3

Z.B. kann man nun mit einem Stapel der Hohe 4 testen:

*Main> start_hanoi 4
[(1’3))(1)2),(3)2)’(1,3))(231))(2)3),(1)3)’(1,2))
3,2),@3,1),02,1),(,2),(1,3),(1,2),(3,2)]

Wer mochte kann nachpriifen, dass diese Folge von Ziigen tatséchlich zum Ziel fiihrt.
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4. Einfithrung in die Beweistechniken

“In der Informatik geht es genau so wenig um Computer wie in der Astronomie um Teleskope”
Edsger W. Dijkstra (1930-2002), Niederlidndischer Informatiker

Vielmehr ist der Computer lediglich ein Hilfsmittel dessen sich die Informatik bedient. Anstatt
selbst zu rechnen, ldsst man die Rechenmaschine (Computer) rechnen. Daher befasst sich die
Informatik auch nicht mit der Bedienung von Software, sondern u.a. mit dem Entwurf derselbigen.

“Informatik ist die Wissenschaft von der systematischen Verarbeitung von Informationen, beson-
ders der automatischen Verarbeitung mithilfe von Computern.” (Duden Informatik).

Da wir es in der Informatik mit Computern zu tun haben, die Anweisungen nicht interpretieren
konnen, sondern lediglich ausfiihren, ist es notwendig prézise zu Arbeiten und zu Formulieren und
ganz sicher zu sein, dass eine entworfene Losung in jeder auftretenden Situation funktioniert. Fehler
in Software und Hardware haben in der Vergangenheit immer wieder zu grofiem wirtschaftlichen
Schaden aber auch zu Todesfillen gefiihrt.

Hier einige Beispiele:

Der Pentium Prozessor Divisions-Fehler 1994
Fiir z = 4195835.0 und y = 3145727.0 und z = z — £ x y liefert ein fehlerfreier Prozessor
bei exakter Rechnung z = 0. Der Pentium Prozessor lieferte als Ergebnis z = 256.
Erkldrung: INTEL verwendete einen speziellen Divisions-Algorithmus, der den Vorteil hat-
te, dass pro Takt 2 Bits des Quotienten bestimmt werden konnten und den Chip somit
schneller machte. Allerdings sollte die Schitzung fiir die néchste Stelle aus einer Tabelle
gelesen werden, die 1066 Eintriige haben sollte. Durch eine fehlerhafte for-Schleife wurden
nur 1061 Eintrdge auf den Chip aufgenommen, dadurch kam es zu falschen Ergebnissen bei
der Gleitkomma-Division.
Laut INTEL trete der Fehler lediglich alle 27000 Jahre einmal auf, IBM, die einen eigenen
Chip herstellten, verkiindete der Fehler trete ca alle 24 Tage auf. Da der Fehler erst nach
einem Jahr entdeckt wurde, obwohl der Chip in vielen Geréten verbaut war, ist IBMs Be-
hauptung schwer zu glauben. Letztendlich kostete dieser Fehler INTEL iiber 400 Millionen
Dollar.

Therac-25 Bestrahlungsunfille
Zwischen 1985 und 1987 kam es zu mehreren Unfillen mit dem medizinischen Bestrah-
lungsgerit Therac-25. Infolge einer Uberdosis mussten mehreren Patienten Organe entfernt
werden und drei Patienten starben sogar. Mehrere Fehler im Kontrollprogramm des Geréts
fiihrten zu den Unfillen.

Ariane 5

Die Ariane 5 Rakete der ESA musste am 4.Juni 1996 eine Minute nach dem Start gesprengt
werden, da sie vom Kurs abgekommen war und sich nicht mehr steuern lief3.

Erklirung: Fiir die Steuerung der Ariane 5 hatte man die Steuerungssoftware der Ariane 4
iibernommen. Die Ariane 5 war aber gréfler und erreichte eine hohere Geschwindigkeit als die
Ariane 4. Dadurch kam es in der Kursberechnung zu Zahlen, die nicht vorgesehen waren und
es kam zu einem Speicheriiberlauf, die Zahlen konnten von der Software nicht mehr korrekt
interpretiert werden. Die Steuerungssoftware korrigierte die vermeintlich falsche Flugbahn.
Der Schaden betrug etwa 370 Millionen Dollar.
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4. FEinfiihrung in die Beweistechniken

Flughafen Denver, Koffertransportsystem
Im Oktober 1993 sollte der neue Flughafen, ausgestattet mit einem vollautomatischen
Koffertransportsystem, erdffnet werden. Wegen Schwierigkeiten mit dem vollautomati-
schen Gepécktransportsystem verzogerte sich die Ertffnung um 16 Monate. Statt einer
groflen Gesamtlosung hatte jeder Flugsteig sein eignes, unterschiedlich stark automatisiertes
Gepicktransportsystem. Lediglich die grofite Airline am Flughafen, United, benutzte das
automatisierte Gepécksystem fiir Abfliige und zahlte ca 1 Mio Dollar Instandhaltungskosten
pro Monat. 2005 entschied United das automatisierte System aufzugeben.
Im Nachhinein stellte sich heraus, dass u.a. das Gesamtproblem zu komplex war und zu vie-
le Nachrichten iiber das Netz verschickt werden mussten, sodass viele Sortier-Anweisungen
nicht rechtzeitig ankamen.
Der Schaden wird auf 3,2 Milliarden Dollar geschétzt.

Kritische Programme sollten also nach Mo6glichkeit “bewiesen” werden, um sicher zu gehen, dass
das Programm tatséchlich das tut, was es soll. Das ist noch keine Garantie dafiir, dass nichts mehr
schief geht, denn der Fehler kénnte auch im Design des Programms stecken. Die intensive Ausein-
andersetzung mit Beweisen wihrend des Studiums hat allerdings auch den niitzlichen Nebeneffekt,
dass die Fahigkeit die Korrektheit eigener Gedanken zu beurteilen ideal geschult wird.

Das Schwierige am Beweisen ist, dass wir unsere Argumente in Worten unserer natiirlichen Sprache
formulieren. Diese ist hiufig mehrdeutig und im Alltag sind wir stdndig von logischen Fehlschliissen
umgeben. Das FErlernen der mathematischen Fachsprache, die zwar unsere natiirliche Sprache
benutzt, in der die Bedeutung der Worte aber eindeutig ist, sowie Grundlagen der Logik und
Kenntnisse typischer Beweismuster sind fiir ein erfolgreiches Studium der Informatik unerlésslich.

4.1. Aussagenlogik

Bevor wir uns nun mit unterschiedlichen Beweistechniken befassen konnen, miissen wir uns kurz
der Aussagenlogik widmen, denn sie ist das Werkzeug das wir fiir Beweise benotigen. Logik ist die
Lehre des verniinftigen Schlussfolgerns, das Teilgebiet der Aussagenlogik befasst sich mit logischen
Aussagen und deren Verkniipfung.

Eine logische Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch (also nie beides(!)) sein kann. Die
Zuordnung des Wahrheitswerts bei elementaren Aussagen wie z.B. “3 ist eine ungerade Zahl”, “Die
Nidda ist der ldngste Fluss Europas” oder “Gleiche Ladungen ziehen sich an”, ist nicht Gegenstand
der Logik, sondern der entsprechenden Fachwissenschaften. Durch Verkniipfungen wie und, oder,
nicht, wenn...dann... konnen elementare Aussagen zu sehr komplexen Aussagen zusammenge-
setzt werden. Die Aussagenlogik legt fest, wie sich der Wahrheitswert einer zusammengesetzten
Aussage ohne zusétzliche Information aus den Wahrheitwerten der Teilaussagen bestimmen 1&8t.

Definition 4.1 (Logische Aussage).

Eine logische Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch sein kann.

Notation: Fiir den Wahrheitswert wahr wird hiufig auch das Symbol 1 oder T (True) verwendet,
fiir falsch das Symbol 0 oder F (False).

Beispiel 4.2.

1. Der Satz “3 ist eine ungerade Zahl.”, der Satz “Das Auto ist rot.” und der Satz “Die Sonne
scheint.” sind alles Aussagen, denn sie sind entweder wahr oder falsch, aber nie beides
gleichzeitig.

2. Auch mathematische Gleichungen 3 + 5 = 7 bzw. Ungleichungen 3 < 5 sind logische Aussa-
gen. Die erste ist falsch, die zweite wahr.
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4.1. Aussagenlogik

3. Achtung: Mathematische Terme wie z.B. 3 + 5 sind jedoch keine Aussagen, ebenso wenig
wie der Satz “2 ist eine kleine Zahl”, es sei denn, wir hitten “klein” zuvor fiir Zahlen definiert.
Auch Aufforderungen (“Rium dein Zimmer auf!”) und Fragen (“Schlifst du schon?”) sind
keine Aussagen.

4. Der Satz “Jede gerade natiirliche Zahl > 2 ist die Summe zweier Primzahlen” ist eine Aus-
sage, denn entweder gibt es eine gerade Zahl die sich nicht als Summe zweier Primzahlen
darstellen lisst, dann ist die Aussage falsch, oder es gibt sie nicht, dann ist die Aussage
wahr. Man vermutet zwar, dass die Aussage wahr ist (Goldbach- Vermutung), bisher konnte
das aber noch nicht bewiesen werden. Der Wahrheitswert der Aussage ist also noch unge-
wiss. Fiir die Klassifizierung des Satzes als Aussage ist die Kenntnis des Wahrheitswertes
unerheblich. Lediglich die Tatsache, dass es moglich ist einen Wahrheitswert zuzuweisen, ist
ausschlaggebend.

5. Der Satz “Dieser Satz ist falsch.” ist keine Aussage, da er durch den Bezug auf sich selbst
weder wahr noch falsch sein kann.

Atomare oder auch elementare Aussagen , sind Aussagen, die nicht weiter zerlegt werden koénnen.
Der Satz “Die Sonne scheint” und der Satz “Die Erde ist eine Scheibe” sind atomare Aussagen,
die zweite ist falsch, ob die erste wahr ist oder nicht lisst sich durch einen Blick aus dem Fenster
kldren. Aus diesen lassen sich verschiedene zusammengesetze Aussagen bilden, z.B.

1. “Die Sonne scheint und die Erde ist eine Scheibe.”

2. “Die Sonne scheint oder die Erde ist eine Scheibe.”

3. “Wenn die Sonne scheint, dann ist die Erde eine Scheibe.”
4

. “Genau dann, wenn die Sonne scheint, ist die Erde eine Scheibe.”

Die erste ist falsch, da die Erde keine Scheibe ist. Die zweite ist wahr, wenn die Sonne scheint, die
dritte ist wahr wenn die Sonne nicht scheint und die vierte ist falsch, es sei denn die Sonne wiirde
nie scheinen.

Die Aussagenlogik legt nun allgemeingiiltige Regeln fest, nach denen der Wahrheitswert einer
zusammengesetzen Aussage allein aus den Wahrheitswerten der Teilaussagen bestimmt wird. Der
konkrete Inhalt der einzelnen Aussage ist somit irrelevant, lediglich der Wahrheitswert der Teilaus-
sage wird betrachtet. Der Klarheit und Ubersichtlichkeit halber stellen wir Aussagen als Grobuch-
staben A,...,Z, Ay,... dar. Die Verkniipfungen nicht, und, oder, wenn... dann, genau dann. ..
wenn stellen wir mit den Symbolen —, A, V, — und ¢ dar. Sie werden Junktoren genannt.

Die Semantik der Aussagenlogik beschreibt die Bedeutung der Junktoren und bestimmt den Wahr-
heitswert der Aussage abhiingig vom Wahrheitswert der Teilaussagen. Wir werden die Semantik
zunédchst in einer Wahrheitstabelle darstellen und dann auf jeden Junktor nocheinmal einzeln und
mit einem Beispiel eingehen. Wahrheitstabellen haben eine Spalte fiir jede Variable, sowie eine
Spalte fiir jede Formel die betrachtet werden soll. Jede Zeile der Wahrheitstabelle représentiert
eine mogliche Belegung der Variablen. Bei zwei Variablen hat die Wahrheitstabelle also vier Zeilen,
da es vier unterschiedliche Belegungsmoglichkeiten gibt, bei 3 Variablen 8 Zeilen, bei 4 Variablen
16, bei 5 32 Zeilen, usw. Wahrheitstabellen sind also nur eingeschréinkt verwendbar, aber fiir unsere
Zwecke bestens geeignet.

— oo~
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4. FEinfiihrung in die Beweistechniken

Definition 4.3 (Semantik der Aussagenlogik).
Seien A und B aussagenlogische Variablen.

= (“nicht”) : —A ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.
Hierbei handelt es sich also um die Negation oder Verneinung der Aussage.
Beispiel: Die Aussage “Das Auto ist micht rot” ist genau dann wahr, wenn das Auto eine
andere Farbe als rot hat. Wenn also die Aussage “Das Auto ist rot” falsch ist.

A (“und”) : A A B ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr ist.
Damit die Gesamtaussage wahr ist, miissen also beide Teilaussagen wahr sein.
Beispiel: Die Aussage “Die Sonne scheint und ich gehe schwimmen” ist also nur wahr, wenn
ich schwimmen gehe und gleichzeitig die Sonne scheint.

V (“oder”) : AV B ist genau dann wahr, wenn A oder B oder beide (A und B) wahr sind.

In der Alltagssprache wird “oder” haufig fiir die Aufzéhlung von Alternativen verwendet
(“Tee oder Kaffee”, “rot, blau oder griin”, “mit oder ohne...”) was dazu fiihrt, dass es
hiufig zundchst verwirrend ist, dass die Aussage auch wahr ist, wenn beide Teilaussagen
wahr sind. Denn im Alltag beinhaltet die Verwendung von “oder” meist die Auswahl einer
Alternative. Implizit interpretiert der Empfinger das “oder” als ein “entweder...oder”. In
der Logik fordert das “oder”, dass mindestens eine der Teilaussagen erfiillt ist.

Beispiel: Die Aussage “An der Goethe Uni darf studieren, wer ein Abitur oder ein Fachabitur
oder eine Ausbildung hat” bedeutet also, dass jeder, der mindestens eine der genannten
Qualifikationen besitzt, an der Goethe Universitéit studieren darf.

— (“wenn...,dann...”) : A — B ist genau dann wahr, wenn A falsch ist, oder A und B wahr sind.
Diese Verbindung zweiter Aussagen nennt man auch Implikation. Man sagt, “Wenn A, dann
B”, oder “Aus A, folgt B”. A bezeichnet man auch als Primisse und B nennt man Konklu-
sion. Diese Aussage ist, wie oben erwéihnt, nur falsch, wenn A wahr und B falsch ist. Sonst
ist sie immer wahr. Insbesondere ist sie immer dann wahr, wenn A falsch ist. Warum das
sinnvoll ist, zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel 4.4.
Wir betrachten die Aussage

"Fiir alle natiirlichen Zahlen ## 2 gilt: Wenn n eine Primzahl ist, dann ist n ungerade. ¢

FEine Primzahl ist eine Zahl, die nur durch 1 und sich selbst teilbar ist. Die Aussage ist wahr,
denn alle Primzahlen # 2 sind ungerade. E| (Beweis siehe Bsp. |4.14)).

Somit miissen insbesondere die Aussagen:

Wenn 7 eine Primzahl ist, dann ist 7 ungerade.

Wenn 8 eine Primzahl ist, dann ist 8 ungerade.

Wenn 9 eine Primzahl ist, dann ist 9 ungerade.
usw.

wahr sein. In der ersten sind Préamisse (“...ist eine Primzahl”) und Konklusion (“...ist un-
gerade”) wahr. In der zweiten sind Priamisse und Konklusion falsch und in der dritten ist
die Préimisse falsch?} aber die Konklusion ist wahr. Das entspricht genau den Kombinatio-
nen von Wahrheitswerten bei denen die Aussage A — B wahr ist. Lediglich wenn sich eine
Primzahl # 2 finden liefle, die gerade ist, wire die Aussage falsch. Die gibt es aber nicht, wie
wir spéiter zeigen werden (Bsp. . Wir konnen also auch sagen: “Wenn n # 2 gerade ist,
dann ist n keine Primzahl”. Diese Aussage ist dquivalent zur urspriinglichen Aussage.

m Augenblick nehmen wir diese Behauptung mal so hin. Wir werden sie spiter beweisen.
29 ist nicht nur durch 1 und sich selbst, sondern auch durch 3 teilbar
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4.1. Aussagenlogik

Formal bedeutet das fiir die Aussagen A und B:
A — B ist logisch gleichwertig mit =B — —A.

Achtung: A — B ist nicht logisch gleichwertig mit =4 — —B. Denn 9 ist zwar keine
Primzahl, dennoch ist sie ungerade. Alle Primzahlen # 2 sind zwar ungerade, aber nicht
alle ungeraden Zahlen sind auch Primzahlen!

Man sagt fiir Aussagen der Form A — B auch: “A ist hinreichend fiir B und B ist notwendig
fur A”. Fir n € N;n # 2 ist die Bedingung dass n eine Primzahl ist hinreichend dafiir,
dass n ungerade ist. Dass n # 2 ungerade ist, ist allerdings nur eine notwendige Bedingung
dafiir, dass n eine Primzahl sein kann. Wihrend jede Primzahl # 2 ungerade ist, ist nicht
zwangslaufig jede ungerade Zahl eine Primzahl.

Zum besseren Verstindnis noch ein Beispiel ohne mathematische Ausdriicke:

Beispiel 4.5.

Die Aussage “Wenn ein Tier ein Hund ist, dann ist es ein Sdugetier” besteht aus den
beiden Teilaussagen A “Das Tier ist ein Hund” und B “Das Tier ist ein Sdugetier”, wobei
Aussage A Aussage B impliziert. Man sagt auch, dass aus der Tatsache, dass das Tier ein
Hund ist, folgt, dass das Tier ein Sdugetier ist. Die Bedingung, dass das Tier ein Hund ist,
ist also hinreichend dafiir, dass das Tier ein Sdugetier ist, denn alle Hunde sind Sdugetiere.
Allerdings sind nicht alle Sdugetiere Hunde. Um ein Hund zu ein, muss das Tier ein Sdugetier
sein, aber noch weitere Kriterien erfiillen, z.B. ein Fell haben, bellen, etc. Ein Séugetier zu
sein, ist also lediglich ein notwendiges Kriterium das erfiillt sein muss, damit das Tier ein
Hund ist, aber kein hinreichendes.

< (“genau dann..., wenn...”) : A + B ist genau dann wahr, wenn A — B und B — A gilt.
Das ist genau dann der Fall, wenn A und B den gleichen Wahrheitswert haben, wenn also
entweder beide wahr oder beide falsch sind.
A > B driickt aus, dass die beiden Aussagen A und B dquivalent sind EL Wenn A gilt, dann
gilt auch B und wenn A nicht gilt, dann gilt auch B nicht.
Die Aussage “Die Klausur ist genau dann bestanden, wenn mindestens 50% der Punkte
erreicht wurden” bedeutet also, dass das Erreichen von mindesten 50% der Punkte eine
notwendige und hinreichende Bedingung ist, um die Klausur zu bestehen. Alle Studierenden
die in der Klausur mindestens 50% der Punkte erreichen, haben die Klausur bestanden und
alle die die Klausur bestanden haben, haben mindestens 50% der Punkte erreicht.

4.1.1. Quantoren

Viele mathematische Aussagen, beginnen mit “Fiir alle natirlichen Zahlen gilt ...” oder “Fiir alle
Vierecke gilt ...” oder “FEs gibt eine Zahl, sodass ...”. Allgemein: Sei A(n) eine Aussageform und
M eine Menge von Werten, die n annehmen kann. Dann betrachten wir die folgenden Aussagen:

e Fiir alle n € M gilt A(n) (in Zeichen: Yn € M : A(n))
e Es gibt ein n € M fir das A(n) gilt. (in Zeichen: In € M : A(n))
Die Ausdriicke “Fir alle” und “Es gibt” (bzw. die Zeichen V und 3) nennt man Quantoren

Beispiel 4.6.

3in obigem Beispiel konnte man also schreiben: (A — B) <+ (=B — —A).
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4. FEinfiihrung in die Beweistechniken

Abbildung 4.1.: Ein Viereck mit 4 gleichen Winkeln.

1. Betrachten wir die Aussage: “Fir alle Zahlen n € N gilt n +1 € N”. Die Menge M von
Werten, die n in diesem Fall annehmen kann ist N. Das sind alle natiirlichen Zahlen, also alle
positiven ganzen Zahlen {1,2,3,...}. Die Aussage ist wahr, denn die Menge der natiirlichen
Zahlen ist unendlich grofl. Es gibt also fiir jede natiirliche Zahl eine um 1 groflere Zahl,
die ebenfalls in den natiirlichen Zahlen ist. Man kann nicht nach oben aus den natiirlichen
Zahlen herauszéhlen, da es keine obere Grenze der natiirlichen Zahlen gibt.

2. Die Aussage: “Fiir alle Zahlen n € N gilt n — 1 € N” ist falsch, denn fiir n = 1 resultiert die
Aussage 1 — 1 € N und das ist falsch, da 0 keine natiirliche Zahl ist. E|

3. Die Aussage: “Es gibt ein Viereck das vier gleiche Winkel hat” ist wahr. Insbesondere hat
z.B. das Viereck in Abb. [L.1] vier gleiche Winkel. Tatséchlich haben alle Rechtecke vier gleiche
Winkel E| Damit die Aussage wahr ist, reicht aber schon eins, denn von mehr ist nicht die
Redeﬁ “Es gibt ein ... ” bedeutet also immer “Es gibt mindestens ein ...”.

4. Die Aussage: “Es gibt ein Viereck dessen Winkelsumme 400° betrdigt” ist falsch, denn fiir
alle Vierecke gilt, dass sie die Winkelsumme 360° haben. Demnach kann es kein Viereck mit
Winkelsumme 400° geben.

Wir stellen fest: Eine “Fiir alle”-Aussage kann durch ein einziges Gegenbeispiel widerlegt werden.
Eine “Es gibt”-Aussage wird durch eine “Fiir alle”-Aussage widerlegt. Beachte, dass bei der Argu-
mentation fiir eine “Es gibt ein”-Aussage die Angabe eines einzigen Beispiels, welches die Aussage
erfiillt, ausreichend ist. Bei einer “Fiir alle”-Aussage dagegen muss die Argumentation iiber alle
Elemente der Menge, iiber die die Aussage gemacht wird, gefiihrt werden. Hier reicht es nicht
Beispiele anzufiihren fiir die die Aussage gilt. Denn nur, weil die Aussage fiir alle genannten Bei-
spiele gilt, heifit das noch lange nicht, dass sie fiir alle Elemente der Menge, iiber die die Aussage
gemacht ist, giltm

b2

Achtung: In der Mathematik gilt eine Aussage der Form “Fiir alle n € M gilt ...” immer als
wahr, wenn die Menge M leer ist. Das ist sinnvoll, da sich in der Menge ja auch kein Gegenbeispiel
befindet, mit dem die Aussage widerlegt werden kénnte. Im Alltag ist das in der Regel nicht der
Fall. Wenn man sagt “Alle meine Autos sind rot” werden die meisten Leute davon ausgehen, dass
man mindestens ein Auto besitzt.

Beispiel 4.7.
Die Aussage “Fiir alle eckigen Kreise gilt, dass sie gern Kaffee trinken” ist wahr, denn da es keine

4Je nach Autor kann N die Zahl 0 enthalten oder auch nicht. Hier definieren wir N als 1,2,3, ..., so wie es auch
in der Veranstaltung Mathe 2 definiert ist. Fiir den Fall, dass 0 in der Menge N enthalten ist, wird die Aussage
durch n = 0 widerlegt.

5Beachte, dass die Menge aller Rechtecke alle Quadrate mit einschlieit, denn jedes Quadrat ist auch ein Rechteck.

6Wenn man ausdriicken méchte, dass es nur ein einziges Viereck mit dieser Eigenschaft gibt, dann sagt man “Es
gibt genau ein ...”.

"Es sei denn, es kann gezeigt werden, dass es in der Menge keine anderen Elemente als die im Beispiel aufgezihlten
gibt.
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4.2. Beweise

eckigen Kreise gibt, kann es auch keinen eckigen Kreis geben, der nicht gerne Kaffee trinkt.

H#ufig werden in Aussagen auch mehrere Quantoren kombiniert. Hier ist die Reihenfolge in der
die Quantoren verwendet werden wichtig. Die Aussage “Fiir jeden Topf gibt es einen Deckel, der
zu dem Topf passt” bedeutet etwas ganz anderes als die Aussage “Es g¢ibt einen Deckel, der zu
jedem Topf passt”.

4.1.2. Negation von Aussagen

Die Negation einer Aussage ist genau dann wahr, wenn die Aussage selbst falsch ist.

Beispiel 4.8. 1. Die Aussage “Der Ball ist rund und ein Spiel dauert 90 Minuten” ist genau
dann falsch, wenn der Ball nicht rund ist oder ein Spiel nicht 90 Minuten dauert.

2. Die Aussage “Heute gibt es in der Mensa Fisch oder Fleisch” ist genau dann falsch, wenn es
heute in der Mensa keinen Fisch und auch kein Fleisch gibt.

3. Die Aussage “Alle Kinder spielen gern” ist genau dann falsch, wenn es (mindestens) ein
Kind gibt, das nicht gern spielt. Die Negation der Aussage lautet also “Es gibt (mindestens)
ein Kind das nicht gern spielt”.

4. Die Aussage “Diese Woche gibt es einen Tag an dem es keine Nudeln gibt” ist genau dann
falsch, wenn es diese Woche jeden Tag Nudeln gibt. Die Negation der Aussage lautet also
“Diese Woche gibt es an allen Tagen Nudeln”.

Wir sehen, dass die Negation “und” mit “oder” und “Fiir alle” mit “Es gibt” vertauscht.

Aussage ‘ negierte Aussage ‘ ist dquivalent zu der Aussage
ANB -(ANB) -AV-B
AV B -(AV B) -AN-B
IneM:An) | =(Ine M: A(n)) Vn e M : =A(n)
VneM:An) | ~(Vne M : A(n)) In e M:-A(n)

4.2. Beweise

Ein Beweis ist eine logisch vollstindige Begriindung einer Aussage. Solange eine Aussage
nicht bewiesen ist, kann es sein, dass sie falsch ist, auch wenn zahlreiche Beispiele die Aussage zu
bestétigen scheinen.

Beispiel 4.9 (FERMAT-Zahlen).
Benannt nach dem franzosischen Mathematiker Pierre de Fermat, brechnen sich die Zahlen aus
F,=22" +1.

Fy=22"+1 —oli1=2+41 -3
=22 +1 —2241=4+1 =5
=22 11 =204 1=16+41 —17

FERMAT vermutete 1637, dass alle F}, Primzahlen sind. Erst im Jahr 1732 konnte EULER beweisen,
dass diese Vermutung nicht stimmt. Er zeigte, dass F5 = 4294967 297 durch 641 teilbar und somit
keine Primzahl ist.

Jeder Beweis ist aus einzelnen, leicht nachvollziehbaren Schritten aufgebaut.
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4. FEinfiihrung in die Beweistechniken

4.2.1. Direkter Beweis

Um die Aussage A — B zu beweisen, beginnt man mit der Priamisse A und argumentiert dann,
unter Verwendung von Definitionen und bereits bewiesenen Aussagen schrittweise, bis man bei
der Konklusion B angelangt ist. Um A — B zu beweisen, argumentieren wir also A — A; und
Ay — As usw. bis wir bei A; — B angelangt sind.

Beispiel 4.10.
Wir wollen nun die Korrektheit des folgenden Satz mit einem direkten Beweis zeigen.

Satz 4.11.
Die Summe zweier gerader Zahlen ist wiederum eine gerade Zahl

Bevor wir mit dem Beweis loslegen konnen miissen wir erstmal kléiren, wie eine gerade Zahl definiert
ist.

Definition 4.12 (gerade Zahl).
Eine Zahl ist genau dann gerade, wenn sie durch 2 teilbar ist.

Jetzt miissen wir noch klarstellen, was wir mit “teilbar sein” meinen.

Definition 4.13 (Teilbarkeit).
Eine Zahl a € Z ist genau durch eine andere Zahl b # 0 teilbar, wenn es eine Zahl k € Z gibt,
sodass a = b- kEkBeispiel: Fiir a =24,b =6 und k = 4 gilt: 24 = 6-4. 24 ist also durch 6 teilbar.)

Umgangssprachlich sagen wir also, dass eine Zahl a gerade ist, wenn sie ohne Rest durch 2 teilbar
ist.

Nachdem wir gekldart haben, was eine gerade Zahl ist, schauen wir nach Primisse A und
Konklusion B. Damit die zwei Teilaussagen der Aussage deutlicher werden, formulieren wir die
Aussage um, ohne den Sinn der Aussage zu verédndern.

Wenn zwei gerade Zahlen addiert werden, dann ist das Ergebnis wieder eine gerade Zahl

A — B

Kommen wir jetzt zum Beweis.
Beweis

Zu zeigen ist, dass bei der Addition zweier gerader Zahlen, wieder eine gerade Zahl entsteht; und
zwar bei der Addition egal welcher beider geraden Zahlen und nicht nur bei der Addition zweier
bestimmter gerader Zahlen. Es handelt sich hier also um eine “Fiir alle” Aussage, nicht um eine “Es
gibt” Aussage. Es ist demnach nicht damit getan zwei gerade Zahlen anzugeben, deren Ergebniss
wieder eine gerade Zahl ist. Wir werden fiir alle geraden Zahlen argumentieren miissen.

Seien also a und b zwei beliebige gerade Zahlen. Laut Definition sind a und b also durch 2
teilbar. Das bedeutet also laut Definition [f.13] dass a = 2-k und b = 2 fiir zwei Zahlen k,[ € Z.
Wenn wir also jetzt a und b addieren, dann kénnen wir schreiben:
at+b=2-k+2-1
=2.-(k+1)
=2-m firm=k+1

87 bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen, also Z = {0, —1,1,-2,2,-3,3,... }.
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4.2. Beweise

Wenn wir nun argumentieren kénnen, dass m € Z ist, haben wir’s geschafft, denn dann ist a + b
nach Definition durch zwei teilbar und nach Definition somit gerade.

m ist eine ganze Zahl, da die ganzen Zahlen unter + abgeschlossen sind. Das bedeutet, dass bei
der Addition zweier ganzer Zahlen das Ergebnis auch immer eine ganze Zahl ist. Strenggenommen
miissten wir diese Abgeschlossenheit jetzt noch beweisen, das ginge hier aber zu weit. Daher
nehmen wir es als bereits bewiesene Aussage an.

Zusammenfassung

Ausgehend von der Pramisse, dass a und b gerade Zahlen sind, haben wir unter Verwendung der
Definitionen fiir gerade Zahlen und Teilbarkeit, sowie die als bewiesen angenommene Aussage,
dass die Summer zweier ganzer Zahlen wieder eine ganze Zahl ist, schrittweise argumentiert, dass
dann die Summe a + b ebenfalls eine gerade Zahl ist.

Betrachten wir anhand einer oben bereits verwendeten Aussage, einen weiteren direkten Beweis.

Beispiel 4.14.

Satz 4.15.
Alle Primzahlen bis auf die 2 sind ungerade.

Umformuliert ergibt sich der Satz:

Wenn x # 2 eine Primzahl ist, dann ist x ungerade.

A — B

Beweis

Zu zeigen ist, dass fiir jede Primzahl # 2 gilt, dass sie ungerade ist.

Sei x # 2 also eine Primzahl. Laut Definition der Primzahlen, ist z somit durch 1 und sich selbst
teilbar und sonst durch keine andere Zahl. Insbesondere ist x dann auch nicht durch 2 teilbar,
denn das wiirde nur fiir x = 2 gelten und das ist ja ausgeschlossen. Laut Definition der Teilbarkeit
(Def ist x also mnicht durch 2 - k, k € Z darstellbar und somit laut Definition der geraden
Zahlen (Def nicht gerade. Damit muss = also ungerade sein. O

Abgeschlossenheit einer Zahlenmenge beziiglich einer Verkniipfung

4

Zahlen kann man auf verschiedene Weise miteinander “verkniipfen”. Z. B. kann man sie addieren,
subtrahieren, multiplizieren und dividieren. Als Verallgemeinerung schreiben wir hier fiir eine
solche Verkniipfung das Zeichen o ﬂ

Definition 4.16 (Abgeschlossenheit).
Eine Zahlenmenge heiflt abgeschlossen beziiglich einer Verkniipfung, wenn fiir alle Zahlen a, b aus
der Menge gilt, dass das Ergebnis der Verkniipfung a o b auch wieder in der Zahlenmenge ist.

Im Vorkurs diirfen Sie folgende Abgeschlossenheiten als bereits bewiesen annehmen:
e Die natiirlichen Zahlen N sind abgeschlossen beziiglich der Verkniipfungen + und -.

e Die ganzen Zahlen Z sind abgeschlossen beziiglich der Verkniipfungen +, - und -.

9Beispiel: 502 kann also fiir 5+ 2,5 — 2,52 oder 5 : 2 stehen.
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4. FEinfiihrung in die Beweistechniken

4.2.2. Beweis durch Kontraposition

Manchmal ist es schwierig von der Pramisse auf die Konklusion zu schlieen. Wie wir oben gesehen
haben, ist die Aussage A — B aber dquivalent zu der Aussage =B — —A. Wir konnen also auch
versuchen zu zeigen, dass wenn die Konklusion (Aussage B) nicht gilt, dann auch die Pridmisse
(Aussage A) nicht gelten kann und damit die Aussage B — —A zeigen. Da die beiden Aussagen
dquivalent sind, hétten wir damit indirekt gezeigt, dass auch A — B gilt.

A‘B‘A—)B‘—\A‘—!B‘—\B—)—\A‘

01]0 1 1 1 1
01 1 1 0 1
110 0 0 1 0
111 1 0 0 1

Beispiel 4.17.

Satz 4.18.
Wenn a® gerade ist, dann ist auch a gerade.

Wenn wir diese Aussage direkt beweisen wollen, wird es schwierig, denn wie sollen wir argumen-
tieren, dass aus a? = 2 - k, k € Z folgt, dass a = v/2 - k, k € Z ebenfalls gerade ist?

Also versuchen wir statt A — B, =B — —A zu beweisen.
‘ Aussage ‘ negierte Aussage

A | a2 ist eine gerade Zahl | a? ist eine ungerade Zahl
B | a ist eine gerade Zahl | a ist eine ungerade Zahl

Statt “Wenn a? eine gerade Zahl ist, dann ist auch a eine gerade Zahl.” beweisen wir also “Wenn
a eine ungerade Zahl ist, dann ist auch a® eine ungerade Zahl.”.

Beweis

Sei a also eine beliebige ungerade Zahl. In Anlehnung an die Definition gerader Zahlen (Def |4.12)
lasst sich a dann als a = 2-k + 1 mit k£ € Z darstellen. Wenn wir a nun quadrieren, passiert
folgendes:

a®>=(2-k+1)? (quadrieren)
=2-k)?4+2-2k-1)+1? (Binomische Formel mit a =2 -k und b= 1)
=22k +2-(2-k-1)+12
=2-(2-k*4+2-k)+ 12 (ausklammern)
=2-1+1 mit [ =2-k*+2-k

Bleibt also zu argumentieren, dass [ € Z ist. Das ist aber der Fall, denn 2 und k sind ganze
Zahlen, also 2, k € Z und die ganzen Zahlen sind abgeschlossen unter + und - (siehe oben). Somit
ist I =2 k% +2-k ebenfalls eine ganze Zahl und a? = 2 - [ + 1 ungerade. O

Damit haben wir indirekt unsere urspriingliche Aussage “Wenn a? gerade ist, dann ist a ebenfalls
gerade” bewiesen.

4.2.3. Beweis durch Widerspruch

Das Vorgehen beim Beweis durch Widerspruch ist d&hnlich wie beim Beweis durch Kontraposition.
Statt A — B zeigen wir, dass A A =B zu einem Widerspruch fiihrt und somit falsch ist. Das heif3t
wir zeigen indirekt, dass (A A —B) wahr ist. Diese Aussage ist dquivalent zur Aussage A — B
(sieche Wahrheitstabelle) und somit haben wir indirekt auch A — B gezeigt.
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4.2. Beweise

A|B|A-B|-AVB | AN-B | =(AA-B) |
01]0 1 1 0 1
01 1 1 0 1
110 0 0 1 0
1|1 1 1 0 1

Manchmal gibt es auch keine Pramisse. Man mochte einfach nur eine Aussage C beweisen. Das
Vorgehen ist in diesem Fall anzunehmen, dass die Aussage nicht gilt (also ~C' anzunehmen) und
zu zeigen, dass das zu einem Widerspruch fithrt. Damit hat man gezeigt, dass -C' — F wahr ist
und somit —C' falsch ist. Im Umkehrschluss muss C' aber dann wahr sein, denn wenn —C' falsch
ist, muss —(—C') wahr sein. =(—C) ist aber nichts anderes als die urspriingliche Aussage C.

Beispiel 4.19.

Satz 4.20.
/2 ist eine irrationale Zahl.

In diesem Beispiel gibt es keine Préamisse. Wir wollen einen Beweis durch Widerspruch fithren und
nehmen an, dass die negierte Aussage gilt. Dann hoffen wir durch schrittweises Argumentieren auf
einen Widerspruch zu unserer Annahme zu stofen und damit zu zeigen, dass die negierte Aussage
falsch ist. Somit muss die urspriingliche Aussage wahr sein.

Beweis

Nehmen wir also an, v/2 sei rational. D. h. v2 € Q Also kénnen wir v2 = % schreiben, mit
2

p,q € Z und p, q teilerfremd, also ggT(p,q) = 1. Wenn wir jetzt quadrieren, erhalten wir 2 = 2—2

und durch Umformung 2-¢? = p?. Da ¢? € Z, ist p? laut Definition der Teilbarkeit (Def durch
2 teilbar. Wie soeben bewiesen (Bsp. , ist dann aber auch p durch 2 teilbar und als p =2 -k
mit k € Z darstellbar. Also lisst sich die Gleichung 2 - ¢ = p? auch als 2-¢? = (2- k)2 =2-2- k?
schreiben. Wenn man jetzt auf beiden Seiten durch 2 teilt, erhilt man ¢ = 2 - k2. Damit ist ¢?
durch 2 teilbar, denn k2 € Z und somit auch ¢ durch 2 teilbar. Das heifit sowohl p als auch g sind
durch 2 teilbar. Das allerdings ist eine Widerspruch zu der Annahme, dass p und ¢ teilerfremd
sind, denn sie haben 2 als gemeinsamen Teiler. Somit ist die Aussage “v/2 ist eine rationale Zahl”
widerlegt und entsprechend ist die Aussage “V/2 ist eine irrationale Zahl” bewiesen. O

10Rationale Zahlen sind dadurch gekennzeichnet, dass sie als Bruch zweier ganzer Zahlen darstellbar sind
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5. Induktion und Rekursion

Strenggenommen sollte dieses Kapitel ein Unterkapitel des vorherigen Kapitels sein, denn die
vollstandige Induktion ist eine mathematische Beweistechnik. Allerdings ist diese Technik komple-
xer als die bisher behandelten Beweistechniken daher widmen wir ihr hier ein eigenes Kapitel.

5.1. Volistandige Induktion

Ziel der vollstindigen Induktion ist es zu beweisen, dass eine Aussage A(n) fiir alle n € NOEI
gilt. Dabei verwendet man das Induktionsprinzip, d.h. man schlieft vom Besonderen auf das
Allgemeine. (Im Gegensatz zur Deduktion, wo man vom Allgemeinen auf das Besondere schliefit.)
Das Vorgehen ist folgendermaflen:

1. Fiir eine gegebene Aussage A zeigt man zunéchst, dass die Aussage fiir den kleinsten Wert
fiir den die Aussage gelten soll (meist n = 0, oder n = 1) oder einige der kleinsten Werte n
wahr ist. Diesen Schritt nennt man Induktionsanfang. (Hiufig findet sich in der Literatur
auch die Bezeichnung Induktionsbasis oder Induktionsverankerung.)

2. Dann zeigt man im Induktionsschritt, dass fiir jede beliebige Zahl n € N gilt:
Falls die Aussage A(n) wahr ist, so ist auch die Aussage A(n + 1) wabhr.
(Induktionsbehauptung)

Wenn man also gezeigt hat, dass A(n + 1) aus A(n) folgt, dann gilt insbesondere A(1), falls A(0)
wahr ist. Damit gilt dann aber auch A(2), da A(1) gilt, A(3) da A(2) gilt, usw. .

Fiir das erste Beispiel zur vollstéandigen Induktion werden abkiirzende Schreibweisen fiir Summen
und Produkte eingefiihrt.

Definition 5.1.
Sei n € N, und seien ay,...,a, beliebige Zahlen. Dann ist:

n
. § i1 Qi i=art+ax+ - +ay
: . . 0
insbesondere ist die leere Summe » i—1 @i = 0.

n
° H’L:l ai = al . a2 ..... an
. . 0
insbesondere ist das leere Produkt [],_, a; = 1.

Beispiel 5.2.

Satz 5.3 (kleiner GauB}).
A(n):Fir alle n € Ny gilt:

Induktionsanfang: n =0
Behauptung: A(0): Der Satz gilt fiir n = 0.

I'Wir schreiben Ny fiir die natiirlichen Zahlen inklusive der 0 (NU {0})
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5. Induktion und Rekursion

Beweis:

Induktionsschritt: A(n) — A(n+1)
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € No,n > 0 gilt A(n), also Y ;i = n(n;l)

Unter dieser Voraussetzung muss nun gezeigt werden, dass der Satz auch fiir n + 1 gilt.
Induktionsbehauptung: Es gilt A(n + 1):

n+1

S (n+1)((7;+1)+1)

i=1
Beweis:

n+1
=142+ +n+(n+1)
i=1
(Z )+ (n+1) Induktionsvoraussetzung anwenden
i=1
1
= w +(n+1) mit 2 erweitern
nn+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2
(n+1)((n+1)+1)
2

O

Im Folgenden wird der besseren Lesbarkeit wegen, statt A(n) — A(n + 1) lediglich n — n + 1
geschrieben und vorausgesetzt, dass dem Leser klar ist, dass im Fall n = 0 die Aussage A(0) bzw.
im Fall n = 1 die Aussage A(1) gemeint ist.

Beispiel 5.4.

Satz 5.5.
Fiir alle n € Ng und g # 1 gilt:

Induktionsanfang: n =0

. 0+1
Behauptung: Es gilt: E?:o q = 1_13;
Beweis:

0
Zqz':qo:l:l—qzl—qlzl—(IOH
; l-¢ 1-—9¢ 1—g¢

Induktionsschritt: n -+ n 41 .
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € Nog,n >0 gilt > ¢' = lj‘iq
Induktionsbehauptung: Es gilt:

S%qﬂzliﬁfizi
i=0 l—q
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5.1. Volistidndige Induktion

Beweis:

n+1
Yd=d Pk
=0

n
Z ¢ +q"t! Induktionsvoraussetzung
i=0

R . .
RS +4q erweitern mit (1 — q)
Cl—gmtt "t (1—9)
1—g¢q 1—¢q
1— qn+1 + qn+1 _ qn+1 -q
I—gq
1— q- qn+1
l—q
1— q(n+1)+1

l1—gq
O

Man kann mit der Beweistechnik der vollstdndigen Induktion jedoch nicht nur Gleichungen be-
weisen.

Beispiel 5.6.

Satz 5.7.
Sein € Ng. n? +n ist eine gerade (d.h. durch 2 teilbare) Zahl.

Beweis. durch vollstindige Induktion.

Induktionsanfang: n =0

Behauptung: 0% + 0 ist eine gerade Zahl.

Beweis: 0240 = 040 = 0 ist eine gerade Zahl. Das stimmt, denn 0 = 2-0,0 € Z und damit nach
Def [£.13 und Def. gerade.

Da die 0 aber so speziell ist, kann man zur Sicherheit und zur Ubung den Satz auch noch fiir n = 1
beweisen. Notwendig, ist das allerdings nicht.

Behauptung: 12 + 1 ist eine gerade Zahl.

Beweis: 124+1=1+1=2.2=2-1,1 € Z. Damit ist 2 eine gerade Zahl.

Induktionsschritt: n —n +1
Induktionsvoraussetzung: Fiir n > 0 gilt: n? 4 n ist eine gerade Zahl.
Induktionsbehauptung: (n +1)? 4+ (n + 1) ist eine gerade Zahl.
plung g
Bewets:
m+1)?+m+1)=n*4+2n+14+n+1
=n?+3n+2
=((n?+n)+(2n+2)
= (n2+n)+2(n+1)
(n?4+n)+2-(n+1) ist eine gerade Zahl, da laut Induktionsvoraussetzung n? +n eine gerade Zahl

ist, und 2 (n + 1) ist ein Vielfaches von 2. Somit ist auch der zweite Summand eine gerade Zahl,
und die Summe gerader Summanden ist ebenfalls gerade. Das haben wir in Beispiel [£.10] bewiesen.

O
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5.1.1. Wann kann man vollstiandige Induktion anwenden?

Vollstindige Induktion eignet sich, um Behauptungen zu beweisen, die sich auf Objekte (Zahlen,
Geraden, Spielziige,...) beziehen, die gezihlt werden, bzw als natiirliche Zahlen betrachtet wer-
den konnen. Mathematisch korrekt ausgedriickt, muss die Objektmenge die sog. Peano-Aziome
erfiillen. Diese sagen im wesentlichen, dass es ein erstes Element geben muss, jedes Element einen
eindeutig bestimmten Nachfolger haben muss und das Axiom der vollstandigen Induktion gelten
muss.

Aussagen iiber reelle Zahlen lassen sich beispielsweise nicht mit vollstdndiger Induktion beweisen.

Oftmals ist man versucht zu meinen, dass Induktion immer dann moglich ist, wenn die Behauptung
ein n enthalt. Allerdings, ist folgender Satz nicht mit vollstdndiger Induktion zu beweisen.

Satz 5.8.
Sei n € N. Dann ist die Folge a(n) = 1/n immer positiv.

Obiger Satz ist zwar wahr, aber wie soll man aus % > 0 folgern, dass %H > 07 Genau das wire fiir
den Induktionsschritt aber notwendig. Im Induktionsschritt muss gezeigt werden, dass aus A(n),

A(n + 1) folgt.

5.1.2. Was kann schief gehen?

Das Prinzip der vollstandigen Induktion lésst sich auch mit einem Domino-Effekt vergleichen. Die
Bahn 1duft durch, d.h. alle Dominosteine fallen um, wenn man den ersten Stein umstoflen kann
und gesichert ist, dass jeder Stein n seinen Nachfolger n + 1 umstoft.

In obigem Beispiel ldsst sich nicht beweisen, dass jeder Stein n seinen Nachfolger n + 1 umstoft.
Daher ist die vollstidndige Induktion als Beweismethode fiir Satz [5.8] ungeeignet.

Der Beweis, dass der erste Stein umgestofien werden kann, A(n) gilt fiir ein bestimmtes n, der
Induktionsanfang, ist genau so wichtig, wie der Induktionsschritt.

Beispiel 5.9 (fehlender Induktionsanfang).

Im folgenden sei Teilbarkeit wie in Definition [£.13] definiert.

Zum Beispiel ldsst sich aus der Aussage A(5 ist durch 2 teilbar) logisch korrekt folgern, dass auch
B(7 ist durch 2 teilbar) gilt. Die Schlussfolgerung ist logisch korrekt, die Aussagen gelten aber
nicht, da eben die Voraussetzung nicht gegeben ist. Denn 5 ist nunmal nicht durch 2 teilbar.

Wiéhrend der Induktionsanfang meist relativ einfach zu beweisen ist, macht der Induktionsschritt
h&ufiger Probleme. Die Schwierigkeit liegt darin, dass ein konstruktives Argument gefunden werden
muss, das in Bezug auf die Aufgabenstellung tatsichlich etwas aussagt. Dies ist der Fehler im
folgenden Beispiel.

Beispiel 5.10 (fehlerhafte Induktion).

Behauptung: In einen Koffer passen unendlich viele Socken.

Induktionsanfang: n =1

Behauptung: Ein Paar Socken passt in einen leeren Koffer.

Beweis: Koffer auf, Socken rein, Koffer zu. Passt.

Induktionsschritt: n — n 4 1:

Induktionsvoraussetzung: n Paar Socken passen in den Koffer.

Induktionsbehauptung: n + 1 Paar Sochen passen in den Koffer.

Beweis: n Paar Socken befinden sich im Koffer. Aus Erfahrung weifl man, ein Paar Socken passt
immer noch rein. Also sind nun n + 1 Paar Socken im Koffer. O
Somit ist bewiesen, dass unendlich viele Socken in einen Koffer passen.
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Was ist passiert?

Das Argument ,aus Erfahrung weiff man, ein Paar Socken passt immer noch rein“, ist in Bezug
auf die Aufgabenstellung nicht konstruktiv. Ein konstruktives Argument hitte sagen miissen, wo
genau das extra Paar Socken noch hinpasst.

Ferner muss man darauf achten, dass das n der Aussage A(n) aus der man dann A(n + 1) folgert
keine Eigenschaften hat, die im Induktionsanfang nicht bewiesen wurden.

Beispiel 5.11 (fehlerhafte Induktion).

Behauptung: Alle Menschen einer Menge M mit |M| = n sind gleich gro8.
Induktionsanfang: n =1

Behauptung: In einer Menge von einem Menschen, sind alle Menschen dieser Menge gleich grof.
Beweis: Sei M eine Menge von Menschen mit |M| = 1. Da sich genau ein Mensch in M befindet,
sind offensichtlich alle Menschen in M gleich grof.

Induktionsschritt: n - n+1

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € Nyn > 1 gilt: In einer Menge Menschen M, mit |[M'| = n,
haben alle Menschen die gleiche Grofe.

Induktionsbehauptung: Ist M eine Menge Menschen mit |M| = n + 1, so sind alle Menschen in M
gleich grof3.

Beweis: Sei M = {mj,ma,...,m,11} eine Menge von n + 1 Menschen. Seien M’ =
{my,ma,...,mp} und M" = {mg,ms,...,mp41}. Damit sind M’ und M” Mengen von je n
Menschen. Laut Induktionsannahme gilt dann:

1. Alle Menschen in M’ haben die gleiche Grofe g'.
2. Alle Menschen in M" haben die gleiche GroBe g”.

Insbesondere hat Mensch my € M’ Gréfie ¢ und Mensch ms € M"” Gréfie g”. Da aber jeder
Mensch nur eine Gréfie haben kann, muss gelten: ¢’ = g”’. Wegen M = M’ U M", haben somit alle
Menschen in M die gleiche Gréfie g = ¢’ = ¢”. O

Was ist passiert?

Der Induktionsschluss funktioniert nur fiir n > 1. Denn nur, wenn es mindestens 2 Menschen mit
der gleichen Grofe gibt, kann ich my, mo in M’ und mso, m,1 in M" einteilen. Im Fall n = 1,
und n+1 =2, gilt M’ = {m;1} und M"" = {ms}. Dann ist my € M", jedoch keinesfalls in M’'. Die
Argumentation im Induktionsschritt fallt in sich zusammen, denn es gibt keinen Grund, warum
m1 und my die gleiche Grofle haben sollten. Man héitte also im Induktionsanfang beweisen miissen,
dass die Aussage auch fiir n = 2 gilt. Wie leicht einzusehen ist, wird das nicht gelingen, denn zwei
willkiirlich aufgewéhlte Menschen sind keineswegs zwangslaufig gleich grof.

5.2. Rekursion

Rekursion ist eine formales Prinzip, bei dem Regeln auf ein Produkt, das sie selbst hervorge-
bracht haben, angewendet werden. So kénnen Funktionen z.B. durch sich selbst definiert werden.
In der Programmierung spricht man von Rekursion, wenn Funktionen sich selbst wieder aufrufen.
Bei der rekursiven Definition wird das Induktionsprinzip angewendet. Zunéchst wird, meist fiir
kleine Eingaben, der Funktionswert explizit angegeben (Rekursionsanfang). Dann wird im Rekur-
stonsschritt eine Vorschrift formuliert, wie die Funktionswerte fiir gréere Eingaben mit Hilfe der
Funktionswerte kleinerer Eingaben berechnet werden kénnen.

Ein bekannter Spruch zur Rekursion lautet:

., Wer Rekursion verstehen will, muss Rekursion verstehen *

Definition 5.12 (Fakultitsfunktion).
Die Funktion f : Ny — N, gegeben durch:
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5. Induktion und Rekursion

F(n) = 1, falls n =0 Rekursionsanfang
" n- f(n—1), sonst. Rekursionsschritt

heifit Fakultatsfunktion. Man schreibt fiir f(n) auch nl.

Was genau beschreibt nun diese rekursive Definition? Einen besseren Uberblick bekommt man
meist, wenn man ein paar konkrete Werte fiir n einsetzt.

F(0)=1 _
f)y=1-f0)=1-1=1

J@)=2- 1) =2-(1-f(0)=2-(1-1) =2 -
FB)=3-F(2)=3-(2-f(1))=3-(2-(1-f(O) =3-(2-(1-1))=6  n=

Es liegt nahe, dass die Fakultatsfunktion das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen beschreibt.

Satz 5.13.
Fiir die Fakultitsfunktion f(n) gilt: f(n) =[], i.

Beweis. Zum Beweis des Satzes eignet sich vollstdndige Induktion.

Induktionsanfang: n =0
Behauptung: Der Satz gilt fiir n = 0.
Beweis: Nach Definition gilt f(0) = 1. Nach Definition |5.1{ gilt H?:li =1.ImFallvonn =0

ist somit f(0) =1= ngli =1l

Induktionsschritt: n — n + 1:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € No,n > 0 gilt: f(n) = [[;_, i. Unter dieser Voraussetzung
zeigt man nun, dass

Induktionsbehauptung: f(n+1) = HnHi gilt.

i=1

Beweis:
fln+1)=(Mn+1)-f(n) Definition 5121
=(Mn+1)- ﬁz Induktionsvoraussetzung
i=1
=n+1)-n-(n—-1) 2.1
n+1

O

Nicht nur Funktionen lassen sich rekursiv definieren, auch Mengen kénnen rekursiv definiert wer-
den.

Beispiel 5.14.

So lésst sich die Menge der natiirlichen geraden Zahlen Ng = 0,2,4, ... folgendermafien rekursiv
definieren.
Basisregel: 0 € Ng

Rekursive Regel: Ist x € Ng, so ist auch x + 2 € Ng.

Die implizite Definition der Menge N¢ lautet: Ng = {z|x = 2n,n € N}.
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Tabelle 5.1.: Vermehrung der idealen Kaninchenpaare

5.2.1. Wozu Rekursion?

Schaut man sich die obigen Beispiele an, so kann man sich berechtigter Weise fragen, wozu Re-
kursion gut sein soll. Betrachten wir ein anderes Beispiel.

Beispiel 5.15.

Ein Freund hat uns ein frischgeborenes Kaninchenpaar (,?) geschenkt. Netterweise hat er uns
vorgewarnt, dass das Paar in einem Monat geschlechtsreif wird und dann jeden Monat ein neues
Kaninchenpaar werfen wird. Mit einem besorgten Blick auf unseren teuren, begrenzten Frankfurter
Wohnraum und den schmalen Geldbeutel fragen wir uns:

,, Wie viele Kaninchenpaare werden wir in einem Jahr haben, wenn sich die Kaninchen ungehindert
vermehren kénnen und keines stirbt? “

Im ersten Monat wichst unser erstes Kaninchenpaar (#,2) heran. Somit haben wir zum Ende des
1. Monats immernoch 1 Kaninchenpaar. Nun gebért dieses Kaninchenpaar am Ende des 2. Monats
ein weiteres Kaninchenpaar, also haben wir zu Beginn des 3. Monats bereits 2 Kaninchenpaare. Am
Ende des 3. Monats gebért unser urspriingliches Kaninchenpaar dann erneut ein Kaninchenpaar,
das zweite Kaninchenpaar aber wichst ersteinmal heran. Daher haben wir zu Beginn des 4. Monats
insgesamt 3 Kaninchenpaare. Unser urspriingliches, das Paar welches am Ende des 2. Monats
geboren wurde und das Paar das gerade erst geboren wurde. Am Ende des 4. Monats gebéren
dann sowohl unser urspiingliches Kaninchenpaar, als auch unser Kaninchenpaar das am Ende des
2. Monats geboren wurde je ein Kaninchenpaar. Zu Beginn des 5. Monats sind wir also schon stolze
Besitzer von 5 Kaninchenpaaren. Von denen werden alle Paare trichtig, die &lter als 2 Monate
sind. Das sind 3, also haben wir zu Beginn des 6. Monats 8 Kaninchenpaare, usw... Wir ahnen
schon Boses, was in den ersten 2 Monaten so harmlos anfing, wichst uns iiber den Kopf.

Konnen wir eine Funktion fib : N — N angeben, die uns sagt, wie viele Kaninchenpaare wir zu
Beginn des n-ten Monats haben werden?

Zu Beginn des 1. Monats haben wir 1 Paar, zu Beginn des 2. Monats haben wir immernoch nur ein
Paar, zu Beginn des n-ten Monats haben wir immer so viele Kaninchenpaare, wie frisch geboren
wurden, zusétzlich zu denen, die wir zu Beginn des vorigen Monats bereits hatten. Da alle Paare,
die mindestens 2 Monate alt sind, also alle Paare, die wir vor 2 Monaten bereits hatten, ein
Kaninchenpaar gebéren, ist die Anzahl der neugeborenen Paare gleich der Anzahl der Paare vor
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2 Monaten. Somit ergibt sich:
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Definition 5.16 (Fibonacci-Folge).

1, falls n =1 oder n = 2

Fibonacci
Folge

Zu diesem Schluss kam 1202 bereits der italienische Mathematiker Leonardo Fibonacci, als er iiber

eben dieses Problem nachdachte. Nach ihm wurde die durch fib(n) definierte Zahlenfolge benannt.

Beispiel 5.17.

Betrachten wir ein weiteres Beispiel:

Tiirme von Hanoi

Bei dem Spiel Tiirme von Hanoi, muss ein Stapel von n, nach Gréfe sortierter Scheiben, von einem

Startstapel mithilfe eines Hilfsstapels auf einen Zielstapel transportiert werden (siehe Abbildung).

Dabei darf Tiirme von
Hanoi

e immer nur eine Scheibe bewegt werden und

e es darf nie eine groBere auf einer kleineren Scheibe liegen.

Startstapel Zielstapel Hilfsstapel Startstapel Zielstapel Hilfsstapel
Ausgangssituation Zielsituation

Fiir n = 1 Scheiben ist die Losung des Problems noch trivial, auch fiir n = 2 Scheiben ist die
Losung offensichtlich. Fiir n = 3 Scheiben muss man schon etwas ,,rumprobieren®, um das Problem
zu l6sen. Fiir noch mehr Scheiben bendtigen wir eine Losungsstrategie. Bei der Betrachtung des
Problems fillt auf, dass wir, um n Scheiben vom Startstapel auf den Zielstapel zu transportieren,
zunéchst die oberen n — 1 Scheiben vom Startstapel auf den Hilfsstapel transportieren miissen.
Dann brauchen wir lediglich die n-te Scheibe vom Startstapel auf den Zielstapel zu legen und dann
die n — 1 Scheiben vom Hilfsstapel auf den Zielstapel (siehe Abbildung).
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5. Induktion und Rekursion

Startstapel Zielstapel Hilfsstapel
Rekursiver Aufruf fiir n —1 Startstapel Zielstapel Hilfsstapel
L n | [ n-1 ]
Schiebe Scheibe n Startstapel Zielstapel Hilfsstapel
n—1
Rekursiver Aufruf fiir n — 1 Startstapel Zielstapel Hilfsstapel

Um n — 1 Scheiben vom Start- zum Hilfsstapel zu bewegen, miissen wir die oberen n — 2 Scheiben
vom Start- zum Zielstapel bewegen. Um das zu tun, miissen wir n — 3 Scheiben vom Start-
auf den Hilfsstapel bewegen, usw. Wir verkleinern also sukzessive die Problemgréfie und wéhlen
Start-, Ziel- und Hilfsstapel passend, bis wir lediglich eine Scheibe vom Start- zum Zielstapel
transportieren miissen. Das Problem konnen wir sofort losen.
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5.2. Rekursion

So haben wir mithilfe von Rekursion rasch eine Loésung fiir das Problem gefunden.

Algorithmus 5.18.
bewege n Scheiben von Start zu Ziel , benutze Hilf
falls n>1
bewege n—1 Scheiben von Start zu Hilf, benutze Ziel
verschiebe Scheibe n von Start auf Ziel
falls n>1
bewege n—1 Scheiben von Hilf zu Ziel, benutze Start

Wiirden wir nun unser Leben darauf verwetten, dass das immer funktioniert? Vielleicht beweisen
wir vorher lieber die Korrektheit.

Korrektheit

Satz 5.19.
Algorithmus [5.18 lost das Problem der ,, Tirme von Hanoi*.

Beweis durch vollstiandige Induktion
Sei n € N und sei die Aufgabe einen Stapel mit n Scheiben von Stapel A (start) nach B (ziel) zu
transportieren, wobei Stapel C (hilf) als Hilfsstapel verwendet werden darf.

Induktionsanfang: n =1

Behauptung: Der Algorithmus arbeitet korrekt fiir n = 1.

Beweis: Dan = 1 ist, fithrt der Aufruf von bewege 1 Scheibe von A nach B, benutze C dazu,
dass lediglich Zeile 5 ausgefiihrt wird. Die Scheibe wird also von start auf ziel verschoben. Genau
das sollte geschehen.

Zur Sicherheit und Ubung betrachten wir auch noch n = 2

Behauptung: Der Algorithmus arbeitet korrekt fiir n = 2.

Bewets:
bewege 2 Scheiben von A nach B, benutze C //Aufruf mit n
bewege 1 Scheibe von A nach C, benutze B //Z.3, 1.Aufruf mit (n—1)
verschiebe Scheibe 1 von A nach C J/Aufruf mit (n—1), Z.5
verschiebe Scheibe 2 von A nach B //Aufruf mit n, Z.5
bewege 1 Scheibe von C nach B, benutze A //Aufruf mit n, Z.7
verschiebe Scheibe 1 von C nach B //2. Aufruf mit (n—1), Z.5

Die oberste Scheibe wird also von A auf Stapel C gelegt (3), dann wird die untere Scheibe von
Stapel A auf B gelegt (4) und zum Schluss die kleinere Scheibe von Stapel C auf B gelegt (6).
Somit ist der Stapel mit n = 2 Scheiben unter Beachtung der Regeln von A nach B verschoben
worden.

Induktionsschritt: n —n + 1

Induktionsvoraussetzung: Der Algorithmus arbeitet korrekt fiir n > 1.
Induktionsbehauptung: Wenn der Algorithmus fiir n korrekt arbeitet, dann auch fiir n + 1.
Bewets:

bewege n+1 Scheiben von A nach B, benutze C //Aufruf mit n+1
bewege n Scheiben von A nach C, benutze B //Z.3, Aufruf mit n
verschiebe Scheibe n+l1 von A auf B //Z.5
bewege n Scheiben von C nach B, benutze A //Z. 7T, Aufruf mit n

Zuerst werden also die obersten n Scheiben von Stapel A nach Stapel C transportiert (2). Laut
Induktionsvoraussetzung arbeitet der Algorithmus fiir n Scheiben korrekt und transportiert den
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Stapel mit n Scheiben von A nach C. Dann wird Scheibe n + 1 von A nach B verschoben (3),
anschliefilend werden die n Scheiben auf Stapel C auf Stapel B transportiert (4). Das verstofit nicht
gegen die Regeln, da

1. die Scheibe n + 1 grofler ist als alle anderen Scheiben, denn sie war zu Beginn die unterste
Scheibe. Somit kann die Regel, dass niemals ein grofere auf einer kleineren Scheibe liegen
darf, nicht verletzt werden, da B frei ist und Scheibe n 4+ 1 somit zuunterst liegt.

2. der Algorithmus fiir n Scheiben korrekt arbeitet und somit der Stapel mit n Scheiben korrekt
von C nach B verschoben wird.

Damit arbeitet der Algorithmus auch fiir n + 1 korrekt. O

Hier ist im Induktionsschritt gleich zweimal die Induktionsvoraussetzung angewendet worden.
Einmal, um zu argumentieren, dass die ersten n Scheiben korrekt von A nach C transportiert
werden, und dann, um zu argumentieren, dass diese n Scheiben auch korrekt von C nach B
transportiert werden kénnen.

Anzahl der Spielziige

Es dréangt sich einem schnell der Verdacht auf, dass das Spiel ,,Die Tiirme von Hanoi“ ziemlich
schnell ziemlich viele Versetzungen einer Scheibe (oder Spielziige) benétigt, um einen Stapel zu
versetzen. Um zu schauen, ob sich eine Gesetzméfigkeit feststellen ldsst, zdhlt man zunéchst die
Spielziige fiir kleine Werte von n.

n =1 Schiebe 1 von A nach B 1 Zug
n=2 1~C, 2B, 1~ B 3 Ziige
n=3 1B, 2~ C, 1~ C,3~B, 1~ A, 2~ B, 1~ B 7 Ziige

Nach einigem Nachdenken kommt man auf die Gesetzméafigkeit:

Satz 5.20.
Um n Scheiben von einem Stapel zu einem anderen zu transportieren, werden mindestens 2™ — 1
Spielziige bendtigt.

Beweis durch vollstdndige Induktion

Induktionsanfang: n =1

Behauptung: Um eine Scheibe von einem Stapel auf einen anderen zu transportieren, wird
mindesten 2! — 1 = 2 — 1 = 1 Spielzug benétigt.

Beweis: Setze die Scheibe vom Startstapel auf den Zielstapel. Das entspricht einem Spielzug und
man ist fertig.

Induktionsschritt: n — n +1

Induktionsvoraussetzung: Um n Scheiben von einem Stapel auf einen anderen zu transportieren,
werden mindestens 2" — 1 Spielziige benotigt.

Induktionsbehauptung: Um n + 1 Scheiben von einem Stapel auf einen anderen zu transportieren,
werden mindestens 27! — 1 Spielziige benétigt.

Beweis: Um n+1 Scheiben von einem Stapel A auf einen Stapel B zu transportieren, transportiert
man nach Algorithmus [5.18| zunéicht n Scheiben von Stapel A auf Stapel C, dann Scheibe n + 1
von Stapel A nach Stapel B und zum Schluss die n Scheiben von Stapel C nach Stapel B. Nach
der Induktionsvoraussetzung benotigt das Versetzen von n Scheiben von Stapel A auf Stapel C
mindestens 2" — 1 Spielziige, das Versetzen der Scheibe (n + 1), 1 Spielzug und das Versetzen der
n Scheiben von C nach B nochmals mindestens 2" — 1 Spielziige (Induktionsvoraussetzung). Das
sind insgesamt mindestens:

2" 1 4142"-1=2-2"-1)+1=2-2"-2+1=2"T1_1
Spielziige. O
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A.1. Erste Schritte

Falls Sie an einem Laptop arbeiten, kénnen/miissen Sie Punkte 1 und 3 iiberspringen.

1. Login: Auf dem Bildschirm sollte eine Login-Maske zu sehen sein, #hnlich wie die in

Abb. [A 1]

Red Hat Linux (spuele)

Login: ||

Passward: |

Session Type: [ default

De;r;-l.‘rnp Environment

| Gol || Clear || Restart X Server || Shutdown... |

Abbildung A.1.: Login-Maske, ,,(spuele)“ ist in diesem Fall der Rechnername, der ist bei Thnen
anders

e unter Login: muss der Login-Name, den Sie von uns erhalten haben,

e unter Password: muss das Passwort, welches Sie erhalten haben, eingegeben werden.

e den Go!- Button klicken

2. Shell 6ffnen:

RBI-PC: rechte Maustaste irgendwo auf dem Bildschirm klicken, nicht auf einem Icon. Im
sich 6ffnenden Menii auf ,, Konsole“ klicken (Abb.[A.2)). Eine Shell éffnet sich (Abb.[A 4.
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~ Desktop

Konsole

o Run Command...

4 Add widgets Alt+D, A
4 Add Panel >
@ Ativities. .. Alt+D, Alt+A
3 Lock Widgets Alt+D, L
[2] Lock Screen

(G Leave

¥ Default Desktop Settings ~ Alt+D, Alt+S

6 o & 3 ) o 0e0am

Abbildung A.2.: Terminal 6ffnen unter KDE

Laptop: die Laptops laufen mit einem Knoppix-System, welches von DVD bzw. USB-Stick
aus gebootet wird. Um mit der aktuellen Haskell-Version zu arbeiten, muss man sich
per remote login auf einem der RBI-Rechner einloggen. Dazu muss zunéchst eine shell
geoffnet werden.

Mit der linken Maustaste auf das Startsymbol in der linken unteren Ecke des Bild-
schirms klicken. Das Menii ,,Systemwerkzeuge“ wihlen, im Untermenii ,, Konsole“ ankli-

cken (Abb. [A.3). Eine Shell éffnet sich (Abb. [A.4).

4 4 Compiz Fusion Icon
% DOS emulator

| & > B Konfigurationseditor

) Biung "
| # Buro » Krfb

£[] Elektronik > & KikDisk

4 Entwicklung ¥ O Laufwerksverwaltung

¥ arafik > & Netzwerkdiagnose

& Internet > ) Neu anmelden

) Spiele > System Profiler and Benchmark
| Systemmonitor

4 Unterhaltungsmedien

¢ ©| systemprotokollbetrachter
& Zubeher >
>

9

4% Tiger UNIX security tool

)3 Verwaltung fur digitale Brieftasche
(2 VirtualBox 0SE

At ~ # Wine Uninstaller
FOo@ # Wine configuration

Abbildung A.3.: Terminal 6ffnen unter Koppix

' X Einstellungen

Ausfuhren
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@S ronja@nash: ~

ronja@nash:~$ I

Abbildung A.4.: Shell; in der Eingabezeile steht [Benutzername]@[Rechnername]

Laptop: e in der Shell ssh -X [Benutzername]@login.rbi.cs.uni-frankfurt.de ein-
geben, driicken

e evtl. erscheint eine Nachricht, dass der ECDSA Schliissel unbekannt ist und man

wird gefragt, ob man sich tatséchlich verbinden will. In diesem Fall yes eingeben

und driicken.

e in der Shell erscheint die Nachricht:
[Benutzername]@login.rbi.cs.uni-frankfurt.de’s password:

e Passwort eingeben und driicken. Es wird nicht angezeigt, dass man irgendetwas
eingegeben hat. Es erscheinen keine * und der Cursor bewegt sich nicht.

Nun ist man auf seinem personlichen RBI-Account eingeloggt und kann vom Laptop
aus direkt auf diesem Account arbeiten. Das heift, alle Dateien die gespeichert werden,
befindet sich dann auf diesem Account. Durch Eingabe der Option -X erlaubt man eine
Ubertragung der graphischen Oberfliche. Die Arbeit am Laptop ist nun nicht anders
als die Arbeit an einem RBI-Rechner.

3. Passwort dndern:
e in der Shell yppasswd eingeben, driicken
e in der Shell erscheint die Nachricht: Please enter old password:

e aktuelles Passwort (das das Sie von uns erhalten haben) eingeben. Die eingegebenen
Zeichen erscheinen nicht auf dem Bildschirm. Es sieht aus, als hdtten Sie gar nichts
eingegeben. Am Ende -Taste driicken.

e in der Shell erscheint die Nachricht: Please enter new password:

e neues Passwort eingeben. Das Passwort muss aus mindestens 6 Zeichen bestehen. Wie-
der erscheint die Eingabe nicht auf dem Bildschirm. -Taste driicken.

e in der Shell erscheint die Nachricht: Please retype new password:
e neues Passwort erneut eingeben, [ﬂ -Taste driicken.

e in der Shell erscheint die Nachricht: The NIS password has been changed on zeus.
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4. GHCi offnen

e in der Eingabezeile der Shell ghci eintippen, -Taste driicken. Der Haskell-
Interpreter 6ffnet sich direkt in der Shell und ist bereit Eingaben entgegenzunehmen

(Abb. [A5).

ronja@nash: ~

ronja@nash:~5 ghci
GHCi, version 7.4.1: http://www.haskell.org/ghc/ :? for help
Loading package ghc-prim ... linking ... done.

Loading package integer-gmp ... linking ... done.
Loading package base ... linking ... done.
Prelude> [

Abbildung A.5.: GHCi

5. Ein erster Haskell-Befehl

e Geben Sie putStrLn ‘‘Hello world!’’ ein. Dies ist in den meisten Tutorials der
meisten Programmiersprachen das Standardbeispiel fiir ein erstes Programm. Durch
Betétigen der Return-Taste wird der Befehl direkt ausgewertet.

e in der Shell erscheint Hello world! (Abb.|A.6))

Y - ronja@nash: ~

ronja@nash:~5$ ghci

GHCi, version 7.4.1: http://www.haskell.org/ghc/ :? for help
Loading package ghc-prim ... linking ... done.

Loading package integer-gmp ... linking ... done.

Loading package base ... linking ... done.

Prelude> putStrLn "Hello world!"
Hello world!
prelude> [l

Abbildung A.6.: Ein erster Haskell-Befehl
6. Ein erstes Haskell-Programm

a) Offnen eines Editors: Geben Sie in der Shell hinter der GHCi-Eingabeaufforderung
:lgedit ein und betétitgen Sie die -Taste. Ein gedit-Editor-Fenster offnet sich.
(Abb . Falls Sie einen anderen Editor bevorzugen, geben Sie den entsprechenden
Befehl ein (z.B. xemacs oder kate).
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ronja@nash:~$ ghci
GHCi, wversion 7.4.1: http://www.haskell.org/ghc/ :? for help
Loading package ghc-prim ... linking ... done.

Loading package integer-gmp ... linking ... done.
Loading package base ... linking ... done.
Prelude= :lgedit

Prelude — . =
retuge= [x] Untitled Document 1 - gedit

E_ B open - B save &

Untitled Document 1 %

| '] gruss.hs %

Abbildung A.7.: Offnen eines Editors

Schreiben und Speichern des Programmcodes: Geben Sie in dem neu gedffneten Editor
den Text gruss = ‘‘Hallo Welt!’’) ein. Speichern Sie, indem Sie mit der Maus im
File-Menii den Unterpunkt ,,Save“ wéhlen. Wihlen Sie einen geeigneten Ordner und
Dateinamen. Die Datei muss die Endung .hs haben. Sobald dem Editor durch Spei-
chern mit der Endung .hs signalisiert wurde, dass es sich um einen Haskell-Quelltext
handelt, erscheint der Text mehrfarbig. Das nennt man Syntax-Highlighting. Text er-
scheint in unterschiedlichen Farben, je nachdem zu welcher Kategorie der Term gehort,
den der Text beschreibt.

Programm  laden wund starten: Geben Sie im GHCiden Befehl :load
[Dateipfad/Dateiname] ein und betédtigen Sie die -Taste. Im Beispiel ist
das Programm im Homeverzeichnis im Ordner Programme unter dem Dateinamen

gruss.hs gespeichert. (Abb. [A.g]).

ronja@nash: ~

ronja@nash:~5 ghci

GHCi, version 7.4.1: http://www.haskell.org/ghc/ :? for help

Loading package ghc-prim ... linking ... done.

Loading package integer-gmp ... linking ... done.

Loading package base ... linking ... done.

Prelude= :lgedit

Prelude> :load Programme/fgruss.hs

[1 of 1] Compiling Main ( Programme/gruss.hs, interpreted )
0k, modules loaded: Main.

*Main=

Abbildung A.8.: Laden des Programms
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Das Programm ist nun geladen und kann im GHCi gestartet durch Eingabe von gruss

gestartet werden. (Abb. [A.9).

-~

ronja@nash: ~

ronja@nash:~$ ghci

GHCi, version 7.4.1: http://www.haskell.org/ghc/ :? for help
Loading package ghc-prim ... linking ... done.

Loading package integer-gmp ... linking ... done.

Loading package base ... linking ... done.

Prelude> :!gedit

Prelude= :load Programme/gruss.hs

[1 of 1] Compiling Main ( Programme/gruss.hs, interpreted )
0Ok, modules loaded: Main.

*Main=> gruss

"Hallo Welt !"

*Main=

Abbildung A.9.: Modulaufruf und Bildschirmausgabe des Programms
7. Arbeit beenden

RBI-PC: Die RBI-Rechner bitte niemals ausschalten. Sie brauchen sich lediglich Auszulog-
gen. Dies geschieht, indem Sie in der linken, unteren Bildschirmecke auf das Startsymbol
klicken, dann im sich 6ffnenden Menii den Punkt , Leave“ auswéhlen und auf , Log out*
klicken (Abb.: . Danach erscheint wieder die Login-Maske auf dem Bildschirm.

Ronja Dueffel (dueffel) on polydora.rbi.i

.
S Search: [ J
E Log out
End session
E Lock
E Switch user

D Hibernate
= Restart
@ shut down

6 - % @& 3 ) o w0s2mm
Abbildung A.10.: Ausloggen

Laptop : Den Laptop kénnen Sie, wie Sie es von ihrem Computer zu Hause gewohnt sind, her-
unterfahren. Dazu auf das Startmenii (unten links) klicken, und ,, Abmelden“ auswéhlen
(Abb.: . Es 6ffnet sich ein Dialog, in dem man unterschiedliche Optionen wéhlen
kann. Bitte klicken Sie auf ,,Herunterfahren*.
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Abbildung A.11.: Herunterfahren

A.2. Remote Login

Auf die Rechner der RBI kann man sich auch iiber das Internet von einem anderen Rechner
(z.B. von zu Hause) aus einloggen. Das ist niitzlich, wenn man Programme nicht auf dem eigenen
Rechner installieren méchte, oder um Losungen zu Programmieraufgaben zu testen, denn meist
wird gefordert, dass die Programme auf den RBI-Rechnern laufen. Der Rechner, von dem aus
man auf einem RBI-Rechner arbeiten moéchte, benotigt hierfiir ein ssh-Client-Programm. Ferner
beno6tigt man ein scp-Client-Programm, um Dateien zwischen den Rechnern auszutauschen. Au-
Berdem muss man wissen, auf welchem RBI-Rechner man sich einloggen mochte. Eine Liste der
Rechnernamen findet man auf der RBI-Webseitdl]

A.2.1. Unix-artige Betriebssysteme (Linux, MacOS, etc)

Bei allen UNIX-artigen Betriebssystemen sind ssh- und scp-Client-Programme bereits installiert
und konnen iiber die Shell gestartet werden.

1. Austausch der Daten Mit folgendem Kommando kann man Daten aus dem aktuellen
Verzeichnis seines eigenen Rechners, in sein RBI-Homeverzeichnis kopieren.

> scp [dateiname] [benutzername]@[rechnername].rbi.cs.uni-frankfurt.de:”/ [&] ’

Um Daten vom RBI-Account in das aktuelle Verzeichnis auf dem eigenen Rechner zu kopie-
ren, benutzt man dieses Kommando:

-

> scp [benutzername]@[rechnername] .rbi.cs.uni-frankfurt.de:~/[dateiname] .
p

Der . steht dabei stellvertretend fiir das aktuelle Verzeichnis. Es ist auch mdoglich einen
relativen oder absoluten Pfad (siehe Kap. [1]) zu einem anderen Verzeichnis anzugeben.

2. Einloggen

Thttp://www.rbi.informatik.uni-frankfurt.de/rbi/informationen-zur-rbi/raumplane/

85



A. Kochbuch

86

£> ssh [benutzername]@[rechnername] .rbi.informatik.uni-frankfurt.de

Loggt man sich zum ersten Mal auf diesem Rechner ein, so wir man zunéchst gefragt, ob
man sich tatsdchlich auf diesem unbekannten Rechner einloggen méchte. Bestétigt man dies,
so wird man aufgefordert das Passwort einzugeben. Ist das erfolgreich, ist man auf dem
RBI-Rechner eingeloggt. Der Name des RBI-Rechners erscheint nun in der Eingabezeile

(Abb.: [A.13).

ronja@nash: ~

ronja@nash:~$ ssh 1z_inf@eos.rbi.informatik.uni-frankfurt.de

The authenticity of host 'eos.rbi.informatik.uni-frankfurt.de (141.2.15.135)' ca
n't be established.

RSA key fingerprint is 10:71:22:7e:dd:13:e4:6e:14:26:a3a:bf:49:00:32:41.

Are you sure you want to continue connecting (yes/no)? yes

Warning: Permanently added 'eos.rbi.informatik.uni-frankfurt.de,141.2.15.135"' (R
SA) to the list of known hosts.

1z_inf@eos.rbi.informatik.uni-frankfurt.de's password:

eos:~>

Abbildung A.12.: Auf einem RBI-Rechner einloggen

3. Programm starten

Ist man auf dem RBI-Rechner eingeloggt, kann das Programm mit dem Befehl

[> ghci [meinprogramm.hs]

gestartet werden. Bei diesem Aufruf startet der GHCi und 14d selbststédndig das iibergebene
Modul.

. Verbindung beenden

[> exit

Dieser Befehl schliefit die Verbindung zu dem RBI-Rechner.

Abbildung zeigt das ganze am Beispiel unseres ,,Hallo Welt!“-Programms welches
unter dem Namen gruss.hs im Verzeichnis /home/ronja/Programme/ gespeichert ist.
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ronja@nash: ~

ronja@nash:~$ scp /home/ronja/Programme/gruss.hs lz_inf@eos.rbi.cs.uni-frankfurt
.de:~f

1z_inf@eos.rbi.cs.uni-frankfurt.de's password:

/home fusers3/leitung/lz_inf/.bashrc: line 2@: /fbin/ttytype: No such file or dire

: standard error: Inappropriate ioctl for device

100% 24 0.0KB/s 0o:00
ronja@nash:~$ ssh 1z_inf@eos.rbi.cs.uni-frankfurt.de
lz_inf@eos.rbi.cs.uni-frankfurt.de's password:

Last failed login: Wed Dec 11 15:56:00 CET 2013 from nash.rbi.informatik.uni-fra
nkfurt.de on ssh:notty

There were 8 failed login attempts since the last successful login.
eos:~> ghci gruss.hs

GHCi, version 7.4.2: http://www.haskell.org/ghc/ :? for help
Loading package ghc-prim ... linking ... done.

Loading package integer-gmp ... linking ... done.

Loading package base ... linking ... done.

[1 of 1] Compiling Main ( gruss.hs, interpreted )

0k, modules loaded: Main.

*Main> gruss

"Hallo Welt !"

*Main> :quit

Leaving GHCi.

eos:~> exit

logout

Connection to eos.rbi.cs.uni-frankfurt.de closed.

ronja@nash:~$ I

Abbildung A.13.: Ein Haskell-Programm vom eigenen Rechner auf einem RBI-Rechner starten

A.2.2. Windows

1. Austausch der Daten Windows-Nutzer miissen sich zunéchst ein scp-Client-Programm
herunterladen. Eines der populérsten ist WinSCPﬂ Um Daten auszutauschen, muss man
sich erst einmal mit dem RBI-Rechner verbinden. Das geschieht iiber die WinSCP-Login-

Maske (Abb.: [A.14)).

2http://winscp.net/eng/download.php
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WinSCP Login

Session Session

Stored sessions Host name: Part number:

Logging |kalliste.rhi.cs.uni-flankfurt.de | | 22 :|
Erwiranment

Directaries Uszer name; Pagzword:

SFTP

SCP/Shel [safe | | |
Connection

Private ke file:

Frosy | E”

Tunnel
S5H
K.y exchange Frotocol
Authentication File pratocol: SFTF  » .&"DW SCP fallback
Bugz
Preferences
Advanced optiong
[ About... ] ’ Languages l I| Lagin | [ Save... ] [ Cloze ]

Abbildung A.14.: Das WinSCP-Login-Fenster

Sind die Rechner verbunden, kénnen Daten wie man es vom Dateimanager gewohnt ist, mit
drag-and-drop oder iiber das Menii ausgetauscht werden (Abb. [A.15)).

24 dinge - RBI - WinSCP

Local Mark Files Commands Session Options Remote Help

& 0 H- PEe @SR @00 Defauk - g

(B} Deskiop M= REC I a4 T2 dinge @ ie-a-iEHESE B
e Ext Size | Type Chanc A Tarne: Ext Size | Changed Rights
@.. Parent directory 05.08. @ 03.08.2012 L1:...  rweer-xr-x
delete_crap.hat 49 M5-DOS Batch File  03.08. (Chdinget 03.08.2012 11:...  pwxr-xr-x
Llﬂged\t‘]pg 91.778  IPEG Image 03.08. [ﬁdlngez 03.08.2012 L1:...  pwxr-xe-x
Lljkate.ing 110,448 JPEG Image 03,08, E] myptesxtfile bxt 94 03082012 195, pw-r—t-—-
cﬂ rman_mkdir . png 8,795 PNG Image 03,08,

[*)nano.png 7879 PNG Image 03,08,

Ll'ﬂ notepadpp. jpg 123.283  JPEG Image 03.08.
part-linux, aux 4,367  AUX File 08.08.

E] part-linux.log 35,979 Text Document 05,08,
part-linux,out 1.057  OUT File 05,08,
@uart-linux.pdf 505,141  Foxit Reader L., 0808,
Epart-linux.syn:tex.gz 62,490  WinRAR archive 05.08.

B part-linux.kex 41.666 Tex Document 05.08.

L.ﬂ putty_config.png 19.581  PNG Image 08.08.

Llj wvim.jpa 79,805 IPEG Image 03,08,

c‘] winscp_config.png 16,297 PNG Image 05,08,
< | > < 3
0B of 1176 KB in 0 of 16 OB of 84 Bin0of 3

2 o B2 i1 (4 F7 Create Directary g WL FLO0 Quit

& sz 0155

Abbildung A.15.: Das WinSCP-Hauptfenster. Links die Dateien des Windows-Rechners, rechts die
Dateien im RBI-Verzeichnis

2. Einloggen Um sich von einem Windows-Rechner auf einem RBI-Rechner einzuloggen,
bendtigt man ein ssh-Client-Programm. Puttg,ﬂ ist solch ein Programm. Bei der Einstel-
lung des Programms, muss die Adresse des RBI-Rechners angegeben werden, auf dem man

sich einloggen méchte (Abb.: [A.16)).

3http://www.chiark.greenend.org.uk/~ sgtatham/putty/download.html
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Abbildung A.16.: Einstellung von Putty

A.2. Remote Login

Anschliefend kann man sich auf dem RBI-Rechner einloggen. Ist der Vorgang erfolgreich, so
Offnet sich eine Shell, iiber die man auf dem RBI-Rechner Kommandos ausfithren kann.

3. Programm starten

ten.

In der Putty-Shell kann man nun mit folgendem Kommando das Haskell-Programm star-

> ghci [meinprogramm.hs] [<]

4. Verbindung beenden Der Befehl exit schliefit die Verbindung zum RBI-Rechner. Wenn
die Trennung erfolgreich war, sollte sich das Putty-Fenster selbststéndig schiefien.
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